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PRATARME

Si mokomoji priemoné skirta Siauliy valstybinés kolegijos technologijos bei socialiniy
moksly krypciy studentams. Ji parengta pagal kolegijoje vykdomas neuniversitetiniy studijy
programas. Leidinyje glaustai ir suprantamai iSdéstomi aukStosios matematikos pagrindai
demonstruojant pritaikymo galimybes jvairiems praktiniams uzdaviniams (ekonomikos, gamybos
valdymo, planavimo ar kt.) spresti.

Mokomojoje priemoné¢je pateikiama medziaga yra suskaidyta i skyrius. Pradedama nuo
finansy matematikos, tada pereinama prie matricy teorijos ir tokiu biidu nustatomi rySiai tarp
tiesinés algebros ir ekonomikos. Toliau supazindinama su funkcijy tyrimo, riby apskaic¢iavimo,
diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo temomis bei jvairiais taikymo ekonomikoje ir inZinerijoje
pavyzdziais. Paskutiniame skyriuje apzvelgiamas kompiuteriniy programy taikymas matematiniams
skai¢iavimams atlikti.

Siekiant palengvinti teorinés medziagos jsisavinimg, tekstas papildomas grafiniais vaizdais.
Kiekviename skyriuje yra jvairaus pobiidZzio uzdaviniy, t.y. nuo jprasty iki sudétingesniy,
reikalaujanc¢iy loginio mastymo.

Nuosirdziai dékoju recenzentéms prof. dr. Renatai Macaitienei ir lekt. Audronei
Rimkevi¢ienei uz vertingas pastabas ir patarimus. Taip pat noriu padékoti Siauliy valstybinei

kolegijai, padé¢jusiai rengti leidinj spaudai.

Autoré
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1. FINANSINIAI SKAICIAVIMAI

Zmogui nepakanka kaupti Zinias, reikia mokéti i ju gauti palUkanas.
J. V. Géte

Procentas — viena Simtoji skaiCiaus dalis:

1% :L:O,Ol.
100

Promilé — viena tikstantoji skaiCiaus dalis:

1 %0 = 1 =0,001.
1000

Indélis — ] banka padéta pinigy suma. Indéliai blina terminuoti, neterminuoti, kaupiamieji,
taupomieji ir kt.
Paskola (kreditas) — paskolinta banko ar asmens pinigy suma. Tas, kuris pinigus skolina,
vadinamas kreditoriumi, o tas, kuris ima paskolg — debitoriumi.
Paliikanos — skirtumas tarp paskolintos ir grazintos sumos.
Paliikany norma — sutarti metiniai procentai nuo paskolintos sumos. Paltikanos yra paprastosios ir
sudétinés.
Paprastosios paliikanos skai¢iuojamos nuo pradinés vertés:
FV =PV (1+i-t), (1)
PV —pradiné verté (angl. present value);
FV — sukaupta verté (angl. future value);
i —palukany norma;
t — laikotarpis metais.
Sudétinés palikanos — paliikanos, apskaiciuojamos kiekvieno periodo pabaigoje nuo periodo
pradzioje buvusios vertés:
FV =PV(1+i). (2)

Jei paliikanos perskai¢iuojamos m karty per metus, tai

FV:PV(1+LJZM. 3)

m

Anuitetas — paskolos atidavimo budas, pagal kurj nustatytu laikotarpiu atiduodama skola ir
paltikanos. Imokos dydis visg laikotarpj nekinta.

Linijiniu moké¢jimo metodu kiekvieng ménesj grazinama fiksuota paskolos dalis ir mokama
kintanti palikany, apskaiCiuojamy pagal likusio jsiskolinimo suma, dalis. Jmokos per visa

perioda maz¢ja.
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Pasirinkus linijinj mokéjimo metoda, per visa paskolos laikotarpi sumokama maziau palikany, o
anuitetiniu mokéjimo metodu paskolos sutarties pradzioje yra mokamos maZesnés jmokos,
palyginti su linijiniu biidu mokamomis jmokomis. Nors anuitetiniu biidu bankui yra sumokama

daugiau paliikany, taciau Siuo atveju reikéty jvertinti ir infliacija.

Diskontavimas yra biisimy pinigy dabartinés vertés nustatymas.

Dabartinés vertés apskai¢iavimas
Mokéjimai atliekami kiekvieno periodo | Mokéjimai atliekami kiekvieno periodo
pradzioje pabaigoje
1 1 1 1 1 1
PV =R l+—+—s+..+—==5|| PV=R + o

( I+i (1+i) (1+1) 1} [1+i (1+i) (1+i)

arba arba

" — . 1 " _

PV =R 1+r il ,Cla r=——o pV:Rdr_l),éiar:L
r—1 1+i r—1 1+1i

Perskai¢iavimas — dabartiniy pinigy biisimosios vertés nustatymas.

Biusimosios vertés apskaiciavimas

Mokéjimai atliekami kiekvieno periodo

pradzioje

Mokeéjimai atliekami kiekvieno periodo

pabaigoje

LS ()

(1+i) -1

1

FV =R

Kredito grazinimas.
Tarkime, i§ banko paimtas ilgalaikis kreditas, kuris bus grazinamas anuitetiniu biudu (kas
periodg mokamos vienodo dydzio imokos). Tuomet

(1+i) =1

K=R :
i(1+i)'

(4)

¢ia K —kredito dydis,
R —mokos dydis,
i — paliikany norma,

n — periody skaicius.
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Kapitalo kaupimas.
Tarkime, ] banka padé¢jome kaupiamajj indélj, t. y. kas periodg jis vis papildomas ta pacia pinigy
suma. Tuomet sukaupta suma po n periody apskaiciuojama taip:

K = (KO +£j(l+i)" —M, )

l 1

¢ia K, —pradinis indélis.

1. Koks yra 20 ir 80 procentinis santykis?

Sprendimas.

E-IOO% =25%.
80

Ats.: 25 %.
2. Prekeés kaina buvo padidinta 25 %. Kiek procenty reikia ja sumazinti, kad gautume prading
kaing?
Sprendimas.
Tarkime, p — pradiné prekés kaina. Tuomet po padidinimo ji kainuos
p+0.25p=125p.
Norédami gauti prading kaing, Sig reikia sumazinti x %, t. y.

L25Sp-125p-x = p,

125p-(1-x)=p,
1-x=0,38,
x=0,2.

Ats.: 20 %.

3. | saskaitg padéta 1200 Lt su 5 % paprastyjy paliikany norma. Kokia sukaupta suma bus po
15 ménesiy?
Sprendimas.

S= 1200[1 +0,05 %) =1275 (Lt).

Ats.: 1275 Lt.
4. T kokig sumg iSaugs 2000 Lt, jei juos padésime | banka 4 metams su 3 % paliikany norma,
perskaic¢iuojama kas du ménesius?

Sprendimas.
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5.

46
0’23 j =225432 (Lt).

S = 2000(1 +

Ats.: 2 254,32 Lt.
IS banko 30 mety paimtas kreditas su 3 % metiniy palikany. Kas ménesj reikia grazinti po

660 Lt. Kokio dydzio kreditas buvo paimtas?

Sprendimas.

(1+0,0025 )" ~1

K =660-
0,0025 - (1+0,0025)*"

=156 545 (Lt).

Ats.: 156 545 Lt.
Bankas moka 12 % metiniy paltikany. Periodo trukmé — vienas ménuo. Apskaiciuokite indélio
dydi po vieneriy mety, jei pradinis indélis buvo 1000 Lt ir kiekvieng ménesj papildomai
pervedama po 500 Lt.
Sprendimas.

Vieno periodo paliikany norma i = % . Taigi

K= (1000 +&0J(1 +0,01)"? —MB?’OI) =6 968,08 (Lt).

2 2

Ats.: 6 968,08 Lt.
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10.

11.

12.

UzZdaviniai

Sviezi grybai turi 90 % vandens, o dziovinti — 12 %. Kiek gaunama dziovinty gryby i§ 22 kg

Svieziy?

. Parduotuvés savininkas uzdéjo prekei 45 % antkainj, o paskui suteiké pirkéjui 20 % nuolaidg.

Kiek procenty pajamy gavo parduotuvés savininkas?

. Kiek procenty prekés kaing reikia padidinti, o po to tiek pat procenty sumazinti, kad pradine

kaina sumazéty tik 1 %?

Baltijos jiiros vandenyje yra 6 %o drusky. Kiek drusky yra kibire (10 kg) jiros vandens?

Du draugai noréjo kartu pirkti automobilj. Pirmasis galéjo sumokeéti 34 %, o antrasis 45 %
automobilio kainos. IS viso jiems triko 1785 Lt. Kiek kainavo automobilis?

Turistai keliavo tris dienas. Pirmgjg dieng jie nukeliavo 25 % viso marsruto ilgio. Antraja dieng
— 20 % likusio marSruto, o treCigja dieng — likusius 200 km. Raskite viso marSruto ilgj. Kiek
procenty viso marsSruto nukeliavo trecigja dieng? Kiek kilometry nukeliavo turistai per pirmasias
dvi dienas?

Kiek pinigy reikia jdéti j taupomaja saskaita, kad po 7 mety susikaupty 8500 Lt, jei mokama
10 % metiniy palikany?

I banka, kuris moka 7 % metiniy paliikany ir jas priskaiciuoja kas pusmetj, padéta 2000 Lt.
Koks bus indélis po 10 mety?

Banke paimtas 10 000 Lt kreditas su 12 % metiniy paliikany. Kreditg reikia grazinti per 5 metus,
kiekvieno ménesio gale jmokant po vienoda pinigy sumg. Kokio dydzio bus jmokos?

Uz dviejy mety nuoma kompanija moka 450 Lt kiekvieno ménesio pradZioje. Raskite dabarting
imoky verte per tuos metus, jei mokama j saskaitg banke, duodanciame 8 % metiniy paliikany,
skai¢iuojamy kas ménesj?

Kiekvieno ménesio pradzioje j saskaita banke jneSama po 300 Lt su 5,5 % metiniy sudétiniy
paltikany, skaiciuojamy ketvirciais. Raskite indélio verte po mety.

Tévas nusprendé savo stinui atidaryti saskaita banke su 5 % paliikany norma, priskai¢iuojamy
kas pusmetj. Jis planuoja 16 mety kiekvieng pusmetj jnesti po 100 Lt. Kiek pinigy bus
saskaitoje po 16 mety?
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2. MATRICUY TEORIJA
2.1. Matricos sgvoka

1. Apibrézimas.

Matrica vadinama tam tikry elementy staciakampé lentelé

n arba A=(ai/),kai i=Lm, j=ln.

amz oo a

Elementai a,vadinami matricos elementais, Cia pirmasis elemento indeksas i rodo eilutés

numerj, o antrasis indeksas j — stulpelio numerj. Taigi matrica 4 turi m eiluciy ir n stulpeliy,
todél sakoma, jos matmenys yra mxn.
2. Apibrézimas.

Matrica, kurios eiluciy ir stulpeliy skai¢ius yra vienodas, t. y. m =n, vadinama kvadratine

matrica
a, 4ap a,
A = ay 4y ay, ’
a, dp Ay

¢ia elementai a,,,a,,,...,a,, sudaro pagrinding jstrizaing (diagonalg),

> nn
o elementai «,,,a,, ,,...,a, sudaro Saluting jstrizaing.
3. Apibrézimas.

Matrica, kurios visi elementai lygiis nuliui, vadinama nuline matrica
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4. Apibrézimas.
Kvadratiné matrica, kurios pagrinding jstrizaing sudaro vienetai, o visi kiti elementai yra nuliai,

vadinama vienetine

0 --- 0
0 1 0
E =
0 0 1

d, 0 0
O 0
0 0 d

5. Apibrézimas.

Matricos 4 eilutes sukeitus su stulpeliais vietomis gaunama transponuotoji matrica

ay Ay A
ST = p Ay 4y
aln a2n amn
-1 2
. r -1 4 0
Matricos A=| 4 7| transponuotayra A" = 5 7 _3f
0 -3

6. Apibrézimas.
Dvi vienodo formato matricos A=(ay.) ir B=(bl.j) vadinamos [lygiomis, kai jy atitinkami

elementai sutampa, t. y. a; =b,,

i=1L,2,...om, j=1L2,...,n

2.2. Veiksmai su matricomis

1. Taisyklé (daugyba i$ skaiciaus).

Norint padauginti matricg 4 1§ skaiCiaus £, reikia kiekvieng jos elementg dauginti 18 to skaiciaus
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ay  ap a4y, k-a, k-a, - k-a,
kA= )y dy 4y, _ k-a, k-ay - k-ay, .
aml am2 amn k.aml k.amZ k.amn

2. Taisyklé (sudétis ir atimtis).

Norint matricas sudéti (atimti), reikia sudéti (atimti) atitinkamus jy elementus

ay 4y o 4y, b, b, - b, a,tb, a,xb, - a,th,
A+ B = y Ayt Gy, + by by - by, _| 9 by ayntb, - a,*h, .
aml amZ o amn bml me o bmn aml i bml amZ i me T amn i bmn

PASTABA. Sudéti ir atimti galima tik vienody matmeny matricas.

3. Taisyklé (matricy daugyba).

Norint matricas sudauginti, reikia matricos 4 = (al.j) eiluciy atitinkamus elementus dauginti i$
matricos B = (bi].) stulpelio atitinkamy elementy ir juos sudéti, t. y.
(ag)'(bg):an ‘b +a, b, +...+a, by,

¢ia matricos 4 matmuo m x k, o matricos B — k xn.

PASTABA.

Norint matrica A padauginti i§ matricos B, §iy matricy pora (A,B) turi buti suderinta. Tai
reiSkia, kad matricos A4 stulpeliy skaicius turi biiti lygus matricos B eiluciy skaiCiui. IS to

iSplaukia, kad

A-B#B- A
0 4 -3 -1 0 3
Su matricomis A=|2 -1 1{ir B=| 0 -1 -2 atliksime tokius veiksmus:
5 2 0 2 3 1

1) 24;

2) A+B';
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3) A-B;
4) A-B.
Sprendimas.
0 4 -3 0 8 -6
1) 24=2-12 -1 l|=| 4 -2 2|
5 2 0 10 4 0

0 4 -3 -1 0 2 -1 4 -1
2) A+B" =2 -1 i+ 0 -1 3= 2 =2 4|
5 2 0 3 -2 1 8 0 1

0 4 -3 -1 0 3 I 4 -6
3) A-B=|2 -1 lj-f 0 -1 =-2|=|2 0 35
5 2 0 2 3 1 3 -1 -1

0 4 -3)(-1 0 3
4) A-B=|2 -1 li-f 0 -1 =-2|=
5 2 0 2 3 1

0-(-1)+ 4 -0+(=3)-2 00+ 4 -(-1)+(=3)3 03+ 4 -(-2)+(-3)-1
=|2-(-1)+(1)-0+ 1 -2 2.0+(=1)-(-D)+ 1 -3  2-3+(=1)-(-2)+
5

1 -1
(-)+ 2 0+ 0 -2 50+ 2 -(-)+ 0 -3 53+ 2 -(-2)+ 0 -1
-6 —13 11

=l 0 4 9]
-5 -2 11

2.3. Determinantas

1. Apibrézimas.

Determinantu vadinamas skaiCius, kuris pagal tam tikrg taisykle priskiriamas kvadratinei

matricai
ay 4 o4,
|A| _ Ay, Gy 0 Ay,
anl an2 T ann

Determinantas zymimas graikiska raide delta A arba det(A4),

A
Pirmos eilés kvadratinés matricos determinantas yra skaicius

|a11|:a11-
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Antros eilés kvadratinés matricos determinantas apskai¢iuojamas taip:

ay  dp|
= Ay cdy —dp tdy.
ay Ay
Trecios eilés determinantg galima apskaiciuoti naudojant trikampiy taisykle

+ —

1 G2, A3 a4 13
2% a3 23|
31 Q3 33 31 3 33

Schemoje parodyta, kad trikampiais sujungti elementai turi biiti sudauginami.
Taip pat trecios eilés determinantg patogu apskaiciuoti priraSant du stulpelius (arba dvi eilutes).

Toks skai¢iavimo metodas vadinamas Sariuso schema:

a; ap 4z
Ay Gy Ay =

as; Ay Ay

=y Ay Ayt Ay Ay Ay T 01300y Ay — Ay Gy 2 Ayy — 0y Uy~ Ayy — i3 Ay~ Ay

arba

=y Ay Q3 T Ay sy "Gy T Ay "y Ay =3 Ay Ay — oy Ay -Gy — 337Gy Ay,
Tarkime, turime n-tos eilés kvadrating matrica.
2. Apibrézimas.
Kvadratinés matricos 4 elemento a; minoru M, vadinamas determinantas, gautas iSbraukus
matricos i-gja eilute ir j-ji stulpeli, i=1,2,...,n, j=12,...,n.
3. ApibréZimas.
Kvadratinés matricos 4 elemento a; adjunktu vadinamas skaicius A4

apskai¢iuojamas

i

A, =(-1)"M,.

)

DETERMINANTO SKAICIAVIMO TAISYKLE.
Matricos A determinantas yra lygus bet kurios eilutés (stulpelio) elementy ir jy adjunkty

sandaugy sumai.
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-1 0 3 |-1
3. |c=] 1 -1 -2[=] 1
2 4 1 | 2
=(=1)-(=1)-140-(=2)-2+3-1-4=0-1-1—(=1)-(-2)-4-3-(-1)-2=
=140+12-0-8+6=11;

5 1 0
1 -2 4
4. |D|= s =44, +0- A, +5 -4, +0- A4, =—4-4,+5 4,
-2 3 -1
5 1
| 1 -2 4
A, =(1)"M, = ; =l 3 1 4=-1+16+36-6-12+8=41,
-2 3 -1
-2
5
5 1 0
3+1 1 - 4
A, =(-10)"M,, = =l 1 -2 4=10-8+0+1-60-0=-57,
3—+—4
-2 3 -1
-2 3
ID|=—-4- A4, +5- 4, =—4-41+5-(—57) =164 — 285 = —449.
2.4. Atvirkstiné matrica
Apibrézimas.

- v, . . -1 . . . . . oy . . . .
AtvirksStiné matrica A~ — tai tokia matrica, kurig padauginus i§ matricos 4 gaunama vienetiné

matrica £
A-A'=4"-A=E.

Matricos A4 atvirkstiné matrica apskaic¢iuojama pagal formule

4, A4y - 4,
—1:L_ Ay, Ay - A,
4, A, - A4,

¢ia 4, - matricos 4 adjunktai, i=1,2,....,n, j=12,...,n
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PASTABA.
AtvirkSting matricg turi tik kvadratinés matricos, kuriy determinantas nelygus nuliui. Tokios
matricos vadinamos reguliariosiomis. Matrica, kurios determinantas lygus nuliui, vadinama

i§sigimusigja. Tokia matrica neturi atvirkStines.

3 -1 -3
Rasime matricos M =3 0 -2 | atvirkSting matrica.
4 1 -2

Sprendimas.
UzraSome trecios eilés atvirkstinés matricos formule:

1 4, 4, 4
M= M A12 Azz A32 J
4, A23 A33

Apskaiciuojame duotos matricos determinantg:

3 -1 -3
M|=[3 0 -2/=0+8-9-6+6-0=-1.
4 1 =2

Apskaiciuojame visus matricos M adjunktus:

0 -2 -1 -3
ey -2z =} Jfe-t9)-=
3 -2 3 -3
Alz——4 _2‘:—(—6—(—8)):—2, A22:‘4 _2‘:—6—(—12):6
30 3 -1
ol Jra-0-a =y T|=e-Ca)--
A31:‘_é :jzz—ozz,
3 -3
T N e
3 -1
A33=‘3 O:o-(—3)=3

Tuomet uzraSome atvirksSting matricg:
2 -5 2 -2 5 =2
M‘I:L~ -2 6 -3|=| 2 -6 3|
3 -7 3 -3 7 -3
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Patikrinimas:
M-M"'=E,
3 -1 =-3) (-2 5 =2 -6-2+9 15+6-21 -6-3+9 1 00
3 0 =24 2 -6 3|=|-6+0+6 15+0-14 —-6+0+6|=|0 1 0|
4 1 -2/ (-3 7 -3 —-8+2+6 20-6-14 —-8+3+6 0 0 1
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UZzdaviniai
4 1 3 8 10 -6
Su matricomis 4= 0 -1 3|ir B=|-2 0 4] atlikite tokius veiksmus:
-1 0 2 2 6 -2
a) 34;
b) 4+ B;
c) A-B;
1
d) —B-3A4.
2
2 3
v 1 Ty ) 0 4 -5
. Apskaiciuokite 4+2B8", kai A=| -1 7|ir B= 8 —3 LT
5 1
. Apskaiciuokite matricy sandauga:
1 -1 3 1
a) A= , B= ;
2 -2 0 -1
2 0 1 9 3 -2
b) A= , B= ;
4 1 -4 2 0 3
3 _
4 6 3
c) A=|1 0}, B= ;
2 0 -1
5
3 2 4 2
d) A4={2 1 0} B=|1]|
0 -5 -2 4
2 31 3 21 5 3 o
. Duotos matricos 4={2 -1 2| B=|-1 -2 O0fir C=[1 5 1]. Apskaiciuokite:
0 1 2 -1 11
a) (4-B)-C";
b) 4° - 2B.

1 0 4
31 -2/

N W A
ool
1

5
. Raskite matricos M = 4-B elementy a,, ir a,, suma, kai 4=| 2
1
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6. ISspreskite lygtis:

1 —4)(x\ (-2 15-x* 9 5
2) 1T 0=l e D= )
0 3)\y 6 1 5 4 x
7. Apskaiciuokite determinantus:
0 5 1 10 2
a) A= ; e) A= ;
1 -8 8 -6 5
1 -2 01 0
b) A= ;
4 -1 0 A= -2 0 1
oy 1
) A=| 5 1 0} B
-4 6 2 1 0 -1
5 3 7 0 1 0
d)A=| 2 1 0 A=) 00 1
e 5 3 4 SO
21 0
4 -2 1
8. Raskite matricos M =3 1 0| adjunkta 4,;.
1 3 4

9. Sudarykite matrica, atvirkSting duotajai:

3 4
a) A= ;
-7 6j
1 0 1
b) 4={1 2 3}
1 -1 -1
32 1
c) A=| -1 1 2
-3 -2 -1
3 -4 5
d 4=|2 -3 1|
3 -5 -1
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3. TIESINIY LYGCIY SISTEMOS

Apibrézimas.
m tiesiniy lyg€iy su n nezinomyjy sistema yra
a,x, + a,x, +...+ a,x, =Db,

a, X, + ayx, + ...+ a,x, =b,,

()

a,x, +a,,x, +..+a,x =b,

mn m
Cia a, — sistemos koeficientai,

b, — sistemos laisvieji nariai, i =1,2,...,m,

x; — sistemos nezinomieji (kintamieji), j=1,2,..., n.
Tiesiniy lygciy sistemos sprendiniu vadinamas toks nezinomyjy reikSmiy rinkinys
X = (3?1 3 Xy seris X, ), kuris tinka kiekvienai (1)-os sistemos lyg¢iai.
ApibréZimas.
Sistema, kuri turi sprendiniy, vadinama suderinta, kuri neturi sprendiniy — nesuderinta.
Apibrézimas.
Sistema, kuri turi vienintelj sprendinj, vadinama apibréZtgja, kuri turi be galo daug sprendiniy
— neapibréitgja.
Apibrézimas.
Nezinomieji, kuriy reikSmes galima laisvai parinkti, vadinami laisvaisiais neZinomaisiais, kiti —

baziniais neZinomaisiais.

Tiesiniy lyg€iy sistemoms spresti naudojami Sie metodai:

1. Kramerio metodas;

2. AtvirkStinés matricos metodas;
3. Gauso metodas;
4

Gauso ir Zordano metodas.

3.1. Kramerio metodas

Tarkime, turime kvadrating tiesiniy lygc¢iy sistema

a,x, + a,x, +...+ a,,x, = b,
a, X, + ayx, + ...+ a,,x, =b,,

2)

a,x, +a,x, +..+a,x =b

nn""n n*
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Sudarome jos koeficienty matricg 4 ir laisvyjy nariy stulpel; B:

a, ap a, b,

a a a b

21 2 2 p)

A= ", B=| .
anl an2 s ann bn

a,  ap a,
A= Ay 4y a,,
anl an2 e ann

Jei A #0, tai Sio determinanto stulpelius paeiliui keiiame sistemos laisvyjy nariy stulpeliu B ir

skai¢iuojame tokius determinantus:

b a, ay, a, b ay, a, 4y, b,
A b, a, ay, Al = a, b, ayp A = ay ap b,
1 b 2 = ) ) n
bn an2 ann anl bn ann anl anZ tee bn
TEOREMA.
e A, A, A o .
Skaiciy rinkinys X’X’W’Xn , A#0, yra kvadratinés tiesiniy lygciy sistemos (2)
sprendinys. Komponenc¢iy x; skai¢iavimo formulés
A,
x,=—, 1i=12,...,n,
A
vadinamos Kramerio formulémis.
PASTABA.
1) Jeit A=A =A,=...=A, =0, tuomet sistema (2) turi be galo daug sprendiniy ir yra
neapibréztoji.

2) Jei A=0, o A, #0, A, #0, .., A #0, tuomet sistema (2) neturi sprendiniy ir yra

nesuderinta.

x—- y=1,
2x + 3y ="T.
Sprendimas.

UzraSome sistemos koeficienty matricg ir laisvyjy nariy stulpelj:
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e

Apskai¢iuojame determinantus:

1 -1

= =1-3-(-1)-2=3+2=5,
2 3
1 -1

A = =1-3—(=1)-7=3+7=10,
7 3
11

Ay=|, g =1:7-12=7-2=5.

Sprendiniui gauti pritaikome Kramerio formules:

xlzﬁzgzz’
A5
NS
A5
Ats.: (2:1)
X, +2x, = 1,
2. 4x, + 7x, + 3x; = =3,
2x, + x, +4x; = 1.
Sprendimas.
UzraSome sistemos koeficienty matricg ir laisvyjy nariy stulpeli:
1 0 2 1
A: 4 7 3 5 B: _3 .
2 1 4 1
Apskaic¢iuojame determinantus:
1 0 2
A=|4 7 3|=1-7-4+0-3-2+2-4-1-0-4-4-1-3-1-2-7-2=28+8-3-28=5,
2 1 4
1 0 2
A=|-3 7 3/=17-440-3-142-(-3)-1-0-(—=3)-4-1-3-1-2-7-1=28—-6-3-14 =5,
1 1 4
1 1 2
A,=l4 =3 3[=1-(-3)-4+1-3-2+2-4-1-1-4-4-1-3-1-2-(-3)-2=
2 1 4

=—12+6+8-16-3+12=-5,
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1 0 1
A,=|4 7 =3=1-7-1+0-(=3)-2+1:4-1-0-4-1-1-(=3)-1-1-7-2=7+4+3-14=0.
2 1 1

Sprendiniui gauti pritaikome Kramerio formules:

xlzﬁzézl’
A5
xz—ﬁz_—sz—l,
A 5
A
b0,
A 5
Ats.: (1;-1;0).
X+ x,+ x5 =0,
3, = x, +2x;, =0,
x, — 3x, = 0.
Sprendimas.
UzraSome sistemos koeficienty matricg ir laisvyjy nariy stulpelj:
1 11 0
1 -3 0 0
Apskai¢iuojame determinantus:
I 11
A=3 -1 2/=1-(-1)-0+1-2-1+1-3-(=3)=1-3-0-1-2-(=3)=1-(=1)-1=0,
1 -3 0
0 1 1 1 0 1 1 10
A=l0 -1 2/=0,A,=3 0 2/=0, A,=3 -1 0=0.
0 -3 0 1 0 0 1 -3 0

Kadangi A=A, =A, =A, =0, tai sistema turi be galo daug sprendiniy. Rasime juos:

{xl +x, = —Xx5,
3x, — x, = —2x,,

. (1 1 . —t
A = , B = ;
o)

. |1 1
A= —1-(-1)-1-3=-1-3=—4

3 —1‘ (-1)-13 3=
O I (—=1)=1-(=2t) =t +2t =3t
bl -1 T
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. |1 =t
= =1-(-2t)-(~¢)-3=-2t+3t =1,
S NN RS )
A, 3t
xl: *:——’
A 4
P —
A 4
X, =t, teR,

¢ia x, ir x, yra baziniai kintamieji, o x, yra laisvai pasirenkamas.

X+ x, + x; = 2,
4. 2x;, —3x, + x; =11,
4x, — x, + 3x; =10.

Sprendimas.

UzraSome sistemos koeficienty matricg ir laisvyjy nariy stulpelj:

1 1 1 2
A=2 -3 1} B=|11]|
4 -1 3 10

Apskai¢iuojame determinantus:

1 11
A=2 =3 1=1-(=3)-3+1-1-4+1-2-(=1)=1-2-3-1-1-(=1)=1-(=3)-4 =
4 -1 3
=9+4-2-6+1+12=0,
2 11
A =11 =3 1=2-(=3)-3+1-1-10+1-11-(=1)=1-11-3=2-1-(=1)=1-(=3)-10=
10 -1 3

=—18+10-11-33+2+30=-20.

Kadangi A=0, o A, #0, tai sistema yra nesuderinta.

Ats.:

3.2. Atvirkstinés matricos metodas
(2) kvadrating tiesiniy lygc€iy sistemg galima uzraSyti tokiu pavidalu:

n
Zaijx.:bl., i=12,...,n.
=1
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Jos matricing lygtis
A-X =8B,
¢ia A — sistemos pagrindiné matrica,
X — nezinomyjy matrica,
B —laisvyjy nariy matrica.

Jei |A| # 0, tai (2)-os sistemos sprendinys randamas atvirksting koeficienty matricg padauginus i§

laisvyjy nariy stulpelio:
X=A4"B
Pavyzdys.
X, +2x, = 1,
4x, + 7x, + 3x; = =3,
2x, + x, +4x; = 1

Sprendimas.

UzraSome sistemos koeficienty matricg ir laisvyjy nariy stulpeli:

10 2 1
A=4 7 3| B=|-3}
2 1 4 1

Surandame matricos 4 atvirkSting matrica:

10 2
|4 =4 7 3]=28+8-3-28=5;
2 1 4
4 =" 22832025 I (0-2)=2
YU 4 - 4 -
_ 3—(16 6)=-10 A, =) F=4-4=-0
12 2 4_ - ° 22_2 4_ - Y
d =" Nas1a= 10 A—IO—(IO)—I
TR - 2R -
0 2
4, = =0-14=-14,
3
12
A, = |=-(3-8)=5,
oy 369
an=|t V72027
4o 7
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Patikriname, ar 4- A" =4 -A=E:

25 2 -14 25+0-20 2+0-2 -14+0+14

Jl -10 O 5 =l~ 100-70-30 8+0-3 —-56+35+21
> -10 -1 7 > 50-10-40 4+0-4 —-28+5+28
0
5
0

Sistemos sprendinj randame atvirkSting matricg padauging i$ laisvyjy nariy stulpelio:
25 2 -14 1 25-6-14 5 1
X=a"B=2]-10 0 5||-3|=L|-104045[=L]_5]=[-1]
> -10 -1 7 1 > -10+3+7 > 0 0

Ats.: (1; -1 0).

3.3. Gauso metodas

Gauso metodu vadinamas toks tiesiniy lygc¢iy sistemos (1) sprendimo buidas, kai elementariaisiais

pertvarkiais eliminuojant nezinomuosius sistema suvedama | trikampe tiesiniy lygciy sistemag

c X, + X, .o+ ¢, X

n =

CpXy + oo+ 0y X, =d,,

mn'n — “m

arba ] trapecing tiesiniy lygciy sistema

X, +epXx, + .o+ opx, +opaX, ...+ c,x, =d|,

CpXy + oo+ 0 X, +Cop Xy +..+ 0y x, =d,,

CuXp T ClyaXpn + o0 T CX, =d,.

Trikampé tiesiniy lyg¢iy sistema turi vienintelj sprendinj, o trapeciné lygciy sistema turi be galo

daug sprendiniy.

Gauso metodu galima iSspresti bet kokig tiesiniy lygciy sistemg (ne tik kvadrating). Tiesines lygciy
sistemas sprendziant §iuo metodu galima atlikti tokius veiksmus:
1) sistemos lygtis sukeisti vietomis;
2) sistemos lygtj dauginti i$ skaiciaus (tik ne i$ nulio);

3) sudéti dvi sistemos lygtis;
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4) Salinti 18 sistemos dvi vienodas lygtis (tapatybe).

PASTABA.
1) Tiesiniy lygcCiy sistema turi be galo daug sprendiniy, jei pasalinus tapatyb¢ gaunama, kad
nezinomyjy yra daugiau nei lygciy.
2) Tiesiniy lygciy sistema yra nesuderinta (sprendiniy neturi), jei po kurio nors pertvarkymo

susidaro lygtis, kurios visi koeficientai yra nuliai, o laisvasis narys — nelygus nuliui, t. y.

0=">.
X, + 2x; = 1,
1. q4x, + 7x, + 3x, = =3,
2x, + x, +4x;, = L

Sprendimas.

1 0 2] 1\(-4) (-2) 10 2] 1 10 2] 1
47 3[-3]< ~ 10 7 -5|-7 E]N 01 0|-1/-7) ~
2 1 4| 1 01 0f-1 07 -5|-7)<
10 2] 1 10 2| 1
~ 10 1 o0]-1 ~ 10 1 0]-1
00 -5| 0):(=5) 00 1] 0
Si paskutiné lentelé atitinka tokia lyg&iy sistema:
X, +2x; = 1, x, = 1,
X, = —1, x, = —1,
x; = 0 x; = 0.
Ats.: (1;-1;0).

X+ x,+ x; =0,
2. 93x, — x, +2x;, =0,

x, — 3x, =0

Sprendimas.
1 (-3) (-1) 1 1 1]0 1 1 1]0

1 10
3 -1 210 0 -4 —-1[0|(-1) ~ |0 -4 -1|0| ~
1 -3 00 0 -4 -1]0)< 0 0 00
11 1]0
0 -4 -1]0
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X+ x, +x; =0,
—4x, —x; = 0.
Pazymékime laisvuoju kintamuoju x, =¢, ¢ € R.
Tuomet 1§ antros sistemos lygties turime, kad

—4x, -t =0,

X, = —Z.
IS pirmos sistemos lygties turime, kad

t

x——+t=0.
4
3t
X =——.
4

Ats.: —z;—i;t .
4 4

X+ x, + x;= 2,

3. 92x, = 3x, + x; =11,

4x, — x, + 3x, =10.

Sprendimas.

11 1] 2)(-2) (-4) 11 1|2 11 1| 2
2 -3 1]11]| ~ 10 =5 —1|7](1) ~ |0 =5 -1| 7
4—1310A 0 -5 -1]2)< 0 0 0|-5
Kadangi paskuting lygtis 0 = —5 neturi prasmes, tai duotoji sistema yra nesuderinta.

Ats.: O.

3.4. Gauso ir Zordano metodas

Gauso ir Zordano metodas yra Gauso metodo modifikacija. Pagal §j metoda nuosekliai eliminuojant
nezinomuosius (1)-oji tiesiniy lygCiy sistema suvedama ne ] trikampe ar trapecing, bet |
diagonaling tiesiniy lyg¢iy sistema

oy X = B,

Ay X, = B,

ann‘xn = ﬂn’

arba pusiau diagonaling tiesiniy lygciy sistemag
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o, X, + apX, + ..o+ X, + oy X, t.t+oo,x, =B,

Oy Xy + oo + Oy X, + Oy Xy + oo + 0%, = f3,,

Ap Xy + ApaXpy + .o+ X, = B
Diagonaliné sistema turi vienintelj sprendinj

0{11’0{22"”’05 .

nn

Tuo tarpu pusiau diagonaliné lygCiy sistema turi be galo daug sprendiniy.

Pavyzdys.
X+ ox, = x; =2,
2x, +3x, + x; =1,
-x; + 2x, — 2x; = L.
Sprendimas.
Atliekame ekvivalencius pertvarkymus taip, kad elementai, esantys ne tik po pagrindine

Istrizaine, bet ir vir§ jos, tapty nuliais:

11 -1]2)(-2) 11 -1] 2 L1 -1 2)q

23 1|1]<d ~ 10 1 3]-3 ~ 101 3[=-3|(-1) ~
-1 2 -2]1 0 3 -3| 3):3 01 -1 lé

1 0 4| 5 1 0 4| 5 1 0 0] 1
~ [0 1 3]-3 ~ |0 1 319 0 10| 0

0 0 —4| 4):(-4) 0 0 —1(3)4 00 1|-1

Laisvyjy nariy stulpelyje gauname sistemos sprendinj.
Ats.: (1;0;-1).

30
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UZdaviniai

I$spreskite Sias tiesiniy lygéiy sistemas:

X, — X, =0, 10x, + x, + x,

Lo9x, +x, +x3 =1, 2. 9 2x, +10x, + x,

X, —x; =0 2x, + 2x, +10x; =
2x, + x, + x; = 7, 2x, — 5x, + 3x,

3. 2x, + 2x, + 3x; =10, 4. 94x, + 2x, + x; =
—4x, + 4x, + 5x; = 14; 3x, + x, + 6x; =
2x, + 3x, —4x; =2, 2x, = 2x, + x; =

5. 93x, +4x, — 5x; =2, 6. X, + 2x, + 2x; =

x, +5x, = 3x; =2 4x, + 2x;, =
-2x, + 6x, + 8x; =0, 2x, + 4x, — 6x; =

7. 10,5x, — 2x, =0, 8 93x, + 5x, — x; =

0,5x, — 2x; = 0; 8x, + l4x, — 8x; =

9. Gauso ir Zordano metodu isspreskite lygéiy sistemas:

3x, + 2x, + 2x; =6,
X, + 3x, +2x; =1,

a)
2x, + x, + x; =4,
3x, — x, =17,
5x, — x, +2x;+ x, =7,

b) <2x, + x, +4x, - 2x, = 1,

x, —3x, — 6x; + 5x, = 0;

2x, + 6x, =10,

4x, — 4x, + 8x, = 4,

2 3x, = x, +6x; + 4x, =13,
5x, + x, +12x, = 17.

2 1 1) (x) (3
10. Apskai€iuokite | 1 2,5 1| |x, |=|5|
I 1 3){x 0

=5,

5,




TAIKOMOJI MATEMATIKA

4. EKCONOMINIY OPTIMIZAVIMO UZDAVINIY MATEMATINIS
MODELIAVIMAS

Vienas i§ svarbiausiy ekonomikos uzdaviniy yra racionalus iikio organizavimas, sékmingas
finansinés bei investicinés veiklos vykdymas. Sprendziant tokio pobiidzio verslo veiklos

uzdavinius, tenka ieSkoti optimaliy ekonomikos parametry reikSmiy.

4.1. Tiesinio programavimo sgvoka

1. Apibrézimas.
Optimizavimo uzdaviniai vadinami tiesinio programavimo uZdaviniais, jei juose apribojimy
sistema (galimybés) sudaryta i$ tiesiniy lygciy bei nelygybiy:

a,x, + a,x, +...+ a,x, < b,

a, X, + aypx, + ...+ a,x, <b,,

(D
ax, +a,x, +..+a,x <b,
x20, x,=20, ..., x,20.
Optimizavimo uzdaviniy tikslo funkcija (interesai) uZraSoma taip:
F(x) =cX, e, x, +...+e,x, > maxF(x). (2)

Toks ekonominés veiklos dalyviy galimybiy ir interesy uzraSymas vadinamas matematinio modelio
sudarymu.

Tai standartinis tiesinio programavimo (toliau — TP) uzdavinys, nes apribojimy sistema sudaryta tik
i$ nelygybiy ir visi kintamieji tenkina neneigiamumo salyga.

Jeigu apribojimy sistema sudaryta tik i§ lyg€iy ir visi kintamieji tenkina neneigiamumo salyga, tai

toks TP uzdavinys vadinamas kanoniniu:

Zai].x.:bl., i=1m,
i
x; 20, 3)

J

n
min Zc,ij‘
=

Sakoma, kad TP uZdavinys turi bendrgji pavidala, kai dalis apribojimy yra lygtys, o kita dalis —
nelygybeés.

2. Apibrézimas.
Kintamyjy rinkinys X = ()_cl,)_cz,... X, ), tenkinantis tiesinio programavimo uzdavinio

>n

apribojimus (1), vadinamas leistingja sprendiniy aibe.
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Nelygybiy sistemos sprendinys yra kreivémis apribota plokStumos dalis, kuri tenkina kiekvieng
sistemos (1) nelygybe.

TP uZdaviniams spresti yra naudojami grafinis ir analitinis metodai. Abiejy Siy metody esme —
nuosekliai perzitirimos leistiny sprendiniy srities virSiinés, vienoje i§ jy randamas optimalus
sprendinys. Grafiniu metodu negalima spresti tokiy uzdaviniy, kuriuose yra daugiau nei trys

kintamieji.

Grafiniu metodu i$sprgsime tiesinio programavimo uzdavinj:
max(4x, +3x, ), kai
3x, + 5x, < 32,
2x, + x, <12,
x 20, x,20.

Sprendimas.

e Sudarome tiesines lygtis ir nubraiZome tieses:

3x, + 5x, =32, (1)
2%, + x, =125 (2)

¢ Nustatome apribojimy sistemos nelygybiy sprendiniy aibiy pusplokStumes.
e Tikslo funkcijos reikSméms tirti sudarome lygio lygti
4x, +3x, =0
ir bréziame lygio tiesg.
e Tada ieSkome jai lygiagrecios tiesés, kuri yra liesting sri¢iai X ir nubrézta taip, kad visa sritis
lieka po Sia tiese.
e Tiesiy susikirtimo tasSkas gaunamas
i$sprendus lygciy sistema:
{3x1 + 5x, = 32,

2x, + x, =12

x, =12 -2x;;

3x, +5(12-2x,) =32,
3x, +60-10x, =32,

Tx, =28,
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x, =4,
x,=12-2-4=4.
Tikslo funkcijos reik§mé optimaliame taske lygi
max(4x, +3x,)=4-4+3-4=28.
Ats.: F_(4;4)=28.

max

4.2. Optimizavimo vzdaviniai

. Gamybos planavimo uzdavinys.

Cecho bare gaminami dviejy riiSiy gaminiai. Vienam I riiSies gaminiui suvartojama 5 kg vario ir
1 kg aliuminio, o vienam II ruSies gaminiui — 3 kg vario ir 2 kg aliuminio. Pardaves vieng
I rusies gaminj, baras gauna 2 Lt pelno, o uz vieng II ruSies gaminj — 3 Lt. Bare yra 45 kg vario
ir 16 kg aliuminio. Kiek kiekvienos rusies gaminiy reikia pagaminti, norint gauti didziausia

pelng?

Sprendimas.

Susisteminame informacija lenteléje:

Tstekliai _V.Gaminiai_ _ Zaliavy
I rusSies | Il rGSies | atsargos
Varis, kg 5 3 45
Aliuminis, kg 1 2 16
Pelnas, Lt 2 3

Sudarome uzdavinio matematinj modelj:
x, — I rusies gaminiy kiekis,  x, — II rii§ies gaminiy kiekis,

5x, + 3x, <45,

x, + 2x, < 16,

x 20, x,20;

F(x) =2x, +3x, = max F(x).

Si uzdavinj spresime grafidkai. Norint pavaizduoti leistingja sprendiniy aibe X, sudarome
tiesines lygtis ir nubraizome tieses:

5x, + 3x, =45, (1)
x, +2x, =16, (2)
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(D:
x 1019
X, 1510
(2):
x| 0116
x, | 8]0

X,

A

Tikslo funkcijos reikSméms tirti

sudarome lygio lygt] ir bréziame
lygio tiese. Tada ieSkome jai
lygiagrecios tiesés, kuri yra liestiné

sri¢iai X ir nubrézta taip, kad visa 8t

sritis lieka po Sia tiese.

2x, +3x, =0.
X, ‘ 0 ‘ 9
X, ‘ 0 ‘ -6

A

15

max(le + 3x2)

(1

Lieka apskaiciuoti maksimumo taska. Tai (1)-os ir (2)-o0s tiesiy susikirtimo taSkas. Ji rasime

i$sprendg sistema:
{le +3x, =45,

x, +2x, =16;

x, =16-2x,;
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516 - 2x, )+ 3x, = 45,

80 —10x, +3x, =45,

Tx, =35,

x,=5 x=16-2-5=6.
Kai pirmos riSies gaminiy pagaminsime 6 vienetus, antros risies — 5 vienetus, gausime
didziausig pelng

F_(6:5)=2-6+3-5=27(Lt)

Ats.: F_ (6;5)=27 Lt.

MiSiniy (lydiniu) uzdavinys.
Pasary davinj galima sudaryti i$ Sieno ir siloso. Davinyje turi biiti ne maziau kaip 30 mitybiniy
vienety, 1 kg baltymy, 100 g kalcio ir 80 g fosforo. Minéty komponenciy kiekis 1 kg paSary ir

pasSary savikaina nurodyta lenteléje:

Komponentés .
. [Mitybiniy . PaSary
Pasarai vienety Baltymy | Kalcio | Fosforo | savikaina
Kiekis | @ke) | (gke) | (ghkg) | (ctke)
Sienas 0,5 40 1,25 2 12
Silosas 0,5 10 2,5 1 8

Reikia sudaryti pasary davinj, kurio savikaina buty maziausia.

Sprendimas.

Sudarome uzdavinio matematinj modelj:
x, —Sieno kiekis, x, — siloso kiekis,

0,5x, + 0,5x,
40x, + 10x,
L,25x, + 2,5x,
2x, +  x,

x 20, x,20

30,
1000,
100,
80,

vV Vv

\%

F(xl,xz): 12x, + 8x, —)minF(xl,xz).

Norint pavaizduoti leistingja sprendiniy aibe X, nubraizome pusplokStumes:

x + x> 60, (1)
4x, + x, 2100, (2)
1,25x, + 2,5x, > 100, (3)
2%, +  x, > 80; (4)
(1): x, | 40| 20
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(2): x, | 40 | 30
x, |20 30
x, |20 | -20 (4):

x, | 20] 40
(3): x, 40| 0
x| 020

e Taip pat nubréziame lygio ties¢ ir ieSkome jai lygiagrecios tiesés, kuri yra liestiné sric¢iai X ir
nubrézta taip, kad visa sritis lieka vir§ Sios tiesés:

12x, +8x, = 0; x| 0] 20

~_(

25\( 40\( \<
“

) (

1
1y
e Pasary davinj turi sudaryti 20 kg Sieno ir 40 kg siloso, kad savikaina buty maziausia:

F.. (20;40)=12-20+8-40 =560 (ct/kg).

min

Ats.: F

1 (20;40)=5,60 Lkg.
3. Gamybos pajégumy racionalaus panaudojimo uzZdavinys.
Gamybos pajégumas — tai produkcijos kiekis, kurj jmoné gali pagaminti ir parduoti visiskai
panaudodama turimus jrenginius, darbo iSteklius ir gerai organizuodama gamyba.
Pavyzdziui, numatoma gaminti penkiy tipy detales naudojant trijy rasiy zaliavas. Siy zaliavy
sagnaudos vienai detalei, turimos atsargos bei gaunamas pelnas pardavus kiekvieng detalg

pateikti lenteléje:
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D, D, D, D, D Atsargos
Z, 2 0 3 11 1 710
Z, 4 2 3 1 7 790
Z, 5 1 4 7 11 1160
Pelnas | 20 25 12 5 44

Detaliy gamybg reikia suplanuoti taip, kad visos turimos zaliavos biity sunaudotos, o gautasis

pelnas — didZiausias.

Sprendimas.

e Sudarome matematinj modelj:

2x, + 3x; +1lx, + x; = 710,
4x, + 2x, + 3x; + x, + Tx; = 790,
5x, + x, +4x; + Tx, + 11x, = 1160,

x;,20, i=L5;
F(x) =20x, +25x, +12x; +5x, +44x;, > maxF(x).
Sj kanoninj uzdavinj su penkiais neZinomaisiais suvesime j standartinj optimalaus planavimo
uzdavinj su dviem nezinomaisiais.
e Apribojimy sistema spresime Gauso ir Zordano metodu:

2.0 3 11 1|710)(-2) (-5) (2 0 3 11 1] 710

423 1 7|79 |< ~10 2 -3 -21 5|-630|(-1) ~
51 4 7 11[1160) 2 0 2 -7 —41 17|-1230) <

0 3 11 11710 20 3 11 1]710
~l0 2 -3 -21 5|-630 ~10 2 -3 -21 5|-630 ~

0 —4 —20 12[(-600):(-4) (0 0 1 5 -=3[150 -3 (-3)

0 0 —4 10| 260 2x, —4x, +10x; = 260,
~[0 2 0 -6 —4|-180] arba 2x,  —6x, — 4x, =180,
01 5 =3]150 X, + 5x, — 3x, = 150

e Matome, kad x,, x, ir x; yra baziniai kintamieji, o x, ir x, — laisvieji kintamieji.

Jy saryS$io formulés:

130 + 2x, — 5x,,
-90 + 3x, + 2x,,
x; = 150 — 5x, + 3x,.

=
Il

=
[
I

e JraSe Sias iSraiSkas ] tikslo funkcijg, gauname

F(x)=20(130+2x, — 5x; )+ 25(— 90 + 3x, + 2x,)+12(150 - 5x, +3x, )+ 5x, + 44x;,
F(x)=60x, +30x, +2150 — max F(x).
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Kadangi x; 20, i=1,2,3,4,5, tai

130 + 2x, — 5x, 20, 2x, — 5x; =2 =130,
-90 + 3x, + 2x, =20, 3x, +2x; =2 90,
arba
150 — 5x, + 3x, 2 0, -5x, + 3x; =2 —150,
x, 20, x50 x, 20, x,=0.
Sj uzdavinj i§spresime grafiniu metodu:
X5 A
max(60; 50)
26
) 0 0 60 'x4
@)

Gauname, kad x, =60, x; = 50. JraS¢ Sias reikSmes ] sarySio formules, gauname

x, =130+2-60—5-50, x, =0,
X, ==90+3-60+2-50, = <x, =190,
x, =150-5-60+3-50; x, =0.

Taigi detaliy gaminti reikia x = (0;190; 0; 60; 50) ir pelnas bus
F(x)=20-0+25-190+12-0+5-60+44-50 = 7 250 (Lt).
Ats.: F_(0;190; 0; 60;50)=7 250 Lt.

max

Paskirstymo (transporto) uzdavinys.

Imoné turi mineralinio vandens grezinius Druskininkuose, Pasvalyje ir BirStone. Per savaitg
turimi pajégumai leidzia iSpilstyti vandens, kraunamo ant 140, 110 ir 60 padékly atitinkamai.
Vilniaus didmenininkas uzsake 150, o Kauno — 130 padékly per savaite. Padéklo transportavimo

kastai (Lt) pateikti lenteléje:

Vilnius | Kaunas

Druskininkai 18 20
Pasvalys 16 22
Birstonas 10 8
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Reikia nustatyti, po kiek vandens padékly reikia vezti i§ kiekvienos jo pilstymo vietos | Vilniy ir
Kaung, kad suminiai transporto kastai blity maziausi, t. y. sudaryti optimalaus transportavimo

grafiko matematinj modelj.

Sprendimas.
Pazymékime x;; planuojamy pervezti padékly kiekj iS i-tojo (i =1, 2, 3) miesto ] j-taji ( j=1, 2).
Sudarome perveZzimo plana:
X1 Xz
X =1 Xy X |-
X3 X3
Aisku, kad $ie kiekiai neturi virSyti pateikty pajégumy:
X, + x,, <140,

X, + X, <110,

X3 + x5, < 60.

Analogiskai sudarome planuojamy nuvezti kiekiy j Vilniy ir Kaung sistemg pagal uzsakyma:

{xll + x,, + x5, =150,

X, + Xy + x;, =130.

MaZziausiai kainuojan¢iam pervezimy planui sudaryti reikia iSspresti tokj uzdavinj:
X, + x, <140,
Xy + X, <110,
Xy + x5, < 60,

X, + X, + x;, =150,

X, + X, + x;, =130,

X, 20, i=1,23, j=12

F(x)=18x,, +20x,, +16x,, +22x,, +10x;, +8x;, — min F(x).

Tai bendrojo pavidalo tiesinio programavimo uzdavinys. Grafiniu metodu $io uzdavinio
nepavyks iSspresti, nes nezinomyjy skaicius lygus SeSiems. ISsprende analitiniu simplekso
metodu (kurio ¢ia nenagrinésime), gautume, kad i§ Druskininky reikia vezti 40 padékly i Vilniy
ir 70 1 Kauna, i§ Pasvalio — visus 110 padékly 1 Vilniy ir i§ BirStono — visus 60 padékly ; Kaung.

Tada maziausi transporto kastai bus 4 360 Lt.
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UzZdaviniai

1. Pavaizduokite grafiSkai nelygybés 2x + y > —1 sprendiniy aibeg.
2. Pavaizduokite grafisSkai nelygybiy 3x -4y >0 ir 3x—4y <12 sprendiniy aibiy sankirta.

2x — 3y L6,
: . _ . 4x + y <4, L
3. Pavaizduokite grafiskai nelygybiy sistemos 3 <13 sprendiniy aibg.
x -y <3
x = 2,
Grafiniu metodu iSspreskite $iuos uzdavinius:
2x, + x, <10, 2x, — x, 2 —4,
+ < 6, 5. max(2x, +x,), kai + > -2,
4. max(2x, +5x,), kai Hi 2 X(2x+x,) i
X, + 2x, <14, dx, + x, < 4
x, 20, x,20;
2x, + 5x, < 43, X, + 2x, <4,
6. min(x, —2x,), kat {2x, — 7x, < -17, 7. min(x, —-2x,), kai yx, + x, =1,
2, — x, 21 x20,x, 2-1;
2x, + X, + x5 =10,
. _2x1 + 3)62 + x4 = 6’
8. max(—16xl —X, +x; +5x, +5x, ), kai 2x, + 4x, - 8
x; 20, i= 1,_5

9. Baty atelj¢ siuva dviejy modeliy 4 ir B avalyng ir jiems pagaminti naudoja trijy rusiy zaliavas,
kuriy atsargos ribotos. Modeliy A4 ir B vienai porai pagaminti sunaudojamy zaliavy kiekiai (dm?)
pateikti lentel¢je, taip pat nurodyta Zaliavy atsargy kiekiai ir pagamintos baty poros salygine
kaina (Lt). Sudarykite modeliy 4 ir B optimaly gamybos plang, kad pajamos, gautos pardavus
produkecija, buty didZiausios.

Gaminiai Zaliavy
Modelis 4 | Modelis B | atsargos
Z, 5 0 100
Z, 4 4 120
Z, 4 8 160
Gaminio kaina 60 30

10. Siuvykloje siuvamoms kelnéms ir Svarkams naudojamos trijy tipy Zaliavos: oda, audinys ir
sitilai. Zaliavy sanaudy normos (metrais) kiekvienam siuviniui, turimos atsargos (metrais) ir

pelnas (litais) uz kiekvieng parduotg siuvinj pateikti lenteléje:
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11

12.

13.

14.

Kelnés Svarkas | Atsargos
Oda 2 6 420
Audinys 3 3 270
Sidlai 9 6 720
Pelnas 20 30

Sudarykite didZiausig pelng duosiant] gamybos plana.

zaliavas. Lenteléje pateikiami uzdavinio pagrindiniai duomenys:

. Kompanija gamina dazus, skirtus iSorés bei vidaus darbams, panaudodama dviejy riisiy Z, ir Z,

Zaliavy istekliai kiekvienai dazy tonai
- Atsargos
ISorés darbams Vidaus darbams
Z 6 4 24
Z 1 2 6
Pelnas (tiikst./t) 5 4

Dazy gaminimas vidaus darbams negali virSyti dazy gaminimo iSorés darbams daugiau nei 1
tona. Didziausias pagaminty dazy kiekis vidaus darbams neturi virSyti 2 tony. Apskaiciuoti
didziausig gamybos pajéguma bei zaliavy panaudojima.

Baldy jmoné dviejuose cechuose gamina lovas ir kuSetes. Vienai lovai pagaminti sugaiStama 12
valandy pirmame ceche ir 8 valandos — antrame ceche. Vienai kuSetei pagaminti sugaiStama 8
valandos pirmame ceche ir 12 valandy — antrame ceche. Pardavusi lova, jmoné gauna 400 Lt
pelna, o pardavusi kuSete — 300 Lt. Didziausias ménesio valandy skai¢ius pirmame ceche yra
840 valandy, o antrame ceche — 600 valandy. Kiek lovy ir kuSeciy turi pagaminti jmoné per
meénesj, kad pardavus produkcija pelnas biuty didziausias? Koks didZiausias pelnas?
Susistemintg informacijg pateikite lenteléje.

Imoné gamina langus ir duris. Gaminiy sgnaudy normos vienam gaminiui pagaminti, turimos

atsargos ir pelnas uz kiekvieng parduota gaminj pateikti lentel¢je:

Tstekliai Gaminys | Atsargos,
Langai | Durys | terminas
Mediena, kg 10 5 300
Stiklas, kg 5 4 200
Laikas, val. 15 10 600
Pelnas, Lt 30 20

Sudarykite optimaly gamybos plana.

Imoné gamina dviejy tipy kédes ,,Kapitonas® ir ,,Partneris®. ,,Kapitong* parduoda uz 50 Lt,
»Partner;” uz 90 Lt. Jy gamybai naudojami metaliniai ir plastikiniai profiliai. ,,Kapitonui* reikia
2 metaliniy ir 3 plastikiniy profiliy, o ,,Partneriui* atitinkamai 4 ir 1. Jy tiekimas ribotas ir yra
70 ir 62 vienetai per pamaing. Rinkos tyrimai rodo, kad neapsimoka gaminti daugiau nei 10
»Partnerio® tipo kédziy per pamaing. Pagrindinius uzdavinio duomenis pateikite lenteléje ir

sudarykite didziausias pajamas duosiantj gamybos plana.
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15.

16.

17.

18.

Imoné gamina dviejy riiSiy grindy plyteles: paprastas ir spalvotas. Abiejy rasiy plytelés
gaminamos i§ vienodo kiekio smélio, Zvyro ir cemento. 10 m* spalvoty plyteliy pagaminti
sunaudojami 2 litrai dazy. Darbo laiko sanaudos 10 m” plyteliy: spalvoty — 2 val. maginy
(mechanizmy) darbo ir 3 Zmogaus darbo valandos, paprasty — atitinkamai 1 ir 3 darbo valandos.
Pelnas uz 10 m? spalvoty plyteliy — 30 Lt, o paprasty — 20 Lt. Turimi iStekliai: 10 maginy darbo
valandy, 24 Zmogaus darbo valandos ir 8 litrai dazy. Sudarykite uzdavinio matematinj modelj ir
apskaiciuokite, kiek reikia pagaminti abiejy riisiy plyteliy, kad gautume didziausig pelna.

Imon¢ planuoja pirkti daugiausia 10 autobusy, kurie galéty pervezti maziausiai 360 keleiviy.
Pasirinkti du autobusy modeliai ,,Fiat* ir ,,Volvo®. ,,Fiat* autobusas gali pervezti 40 keleiviy ir
kainuoja 20 000 Lt, o ,,Volvo* autobusas — 30 keleiviy ir kainuoja 15 000 Lt. Kiek ir kokio
modelio autobusy turi nupirkti jmoné, kad atitikty keleiviy vezimo reikalavimus, o iSlaidos
pirkiniams biity maziausios? Kokia maziausia pirkinio kaina?

Gamykla gamina padéklus, naudojamus statyboje, bei grindinius (padéklus) pirtims. Padéklai
gaminami i$ trijy tipy Zaliavy: medienos, smeigiy ir varzty. Jy sanaudos vienai prekei pagaminti

bei turimos atsargos suraSytos lentel¢je:

Istekliai Stat}{blnls Pa@%klgs Atsargos
padéklas pirciai

Mediena 2 12 720

Smeiges 2 3 270

VarZztai 9 3 900

Bendrosios islaidos (zaliavoms, jrenginiy amortizacijai, elektros energijai, darbo uzmokesciui ir
kt.) statybiniam padéklui pagaminti sudaro 210 Lt, pirties padéklui — 170 Lt. Abi prekés
parduodamos vienodomis kainomis — po 250 Lt uz kiekio vieneta.
Sudarykite optimaly gamybos plana, kai gamykla siekia:

a) tik kuo didziausiy pajamy;

b) kuo didziausio pelno.
ApskaiCiuokite pajamas ir pelng abiem atvejais.
Pagal parengta gamybos technologija produkcija gali biiti gaminama tik tokiu atveju, jeigu
produkcijos P1 ir P2 pagaminama ne maziau kaip po 3 vienetus, ir ne daugiau kaip 30 vienety
kiekvienos i§ 4 produkcijos riisiy. Produkcijai pagaminti turimi iStekliai, jy sunaudojimo normos
produkcijos vienetui pagaminti ir pelnas, gaunamas pardavus produkcijos vieneta, pateikti

lenteléje. Parenkite uzdavinio matematinj modelj.

Iitekliai Produkcija ‘ Tu‘rimz}s |
Pl P2 P3 P4 | istekliy kiekis
Darbas 2 2 5 1 50
Zaliavos 6 5 4 5 100
Finansai 5 7 ] 4 100
Pelnas 10 15 20 12
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19. Cementas gaminamas dviejose jmonése. Pirmoje per dieng pagaminama 30, o antroje — 40 tony
cemento. Pagamintas cementas vezamas ] tris namy statybos kombinatus, kuriy uzsakymai yra
atitinkamai 10, 25 ir 35 tonos. Cemento pervezimo i§ jmoniy j kombinatus vienos tonos

vidutinés kainos tokios:

1 kombinatas | 2 kombinatas | 3 kombinatas
1 jmoné 40 50 36
2 imon¢é 35 45 52

Parenkite pigiausio pervezimo plano matematinj modelj.

20. Trys broliai — Jonas, Petras ir Povilas — statyboms nori pasiskolinti pinigy. Jonui reikia 50 €,
Petrui — 40 €, Povilui — 60 €. Paskolinti visus 150 € gali du bankai: B, =80€, B, =70€, taciau
reikalauja skirtingy paliikany. Lenteléje pateiktos paliikany normos:

Bl B2
Jonui 9 12
Petrui 15 8

Povilui | 12 | 30

Sudarykite uzdavinio matematinj modelj, kai i§ abiejy banky pasiskolinty pinigy bendroji

paliikany norma yra maziausia.
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5. AIBIY TEORIJA
5.1. Aibés sgvoka

Matematikos neismokstame — prie jos tiesiog priprantama.

Dz. fon Neimanas

1. Apibrézimas.
Aibé — tai jvairiy objekty rinkinys (pvz., studenty aib¢, jvairiy Europos miesty aibe, nattraliyjy
skaiCiy aibé ir t. t.). Aibés zymimos didziosiomis raidémis: X, Y, A4, B,...

2. ApibrézZimas.
Aibe sudarantys objektai vadinami aibés elementais ir Zymimi mazosiomis raidémis: a, b, c,
Voo
Kai a yra aibés 4 elementas, raSoma a € 4 (a priklauso aibei A4). Kai a nepriklauso aibei 4,
raSoma a ¢ A.

Aibiu uZraSymo buidai:

1. ISvardijant elementus tarp figtriniy skliausty.

Pavyzdys.

Natiiraliyjy skaiciy aibé sudaryta i$ elementy N = {1; 2;3;.. }
Realiyjy skai¢iy aibé R ={..,-2,-1,0,1,2,...}.

2. Nurodant salygas, kurias turi tenkinti aibés elementai.

I§vardysime aibés 4= {x: (x> —4)-(x—1)=0; elementus.

Sprendimas.
(x> —4)-(x-1)=0,
¥ —4=0

x=%2; x=1.

arba x-1=0

Ats.: 4 =1{-2;1;2}

3. ApibrézZimas.
Baigtinés aibés — tai aibés, turincios baigtinj elementy skaiciy.
Begalinés aibés — tai aibés, turincios be galo daug elementy.

Tuscioji aibé @ — tai aibé, kuri neturi nei vieno elemento.

45
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Pavaizduosime aibes:

1. Az{(x,y): 0<x<2, 1£y£2}; 2. B={(x,y): x2+y2=1};

[ N
|
|
|
|
1
1
|
|
|
|
|
—_

o
—_—
N -
=

5.2. Veiksmai su aibemis

1. Apibrézimas.
Aibiy 4 ir B sgjunga vadinama aibé 4 U B, sudaryta 1§ elementy, priklausan¢iy bent vienai i§

aibiy 4 arba B.

2. Apibrézimas.
Aibiy 4 ir B sankirta vadinama aibé 4 N B, sudaryta i§ elementy, priklausanciy ir aibei A4, ir

aibei B.

3. Apibrézimas.
Aibiy A4 ir B skirtumu vadinama aibé A\ B, kurig sudaro aibés A4 elementai, nepriklausantys

aibei B.
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A\ B B\ 4

. Apibrézimas.

Jeigu kiekvienas aibés 4 elementas priklauso ir aibei B, tai 4 yra B poaibis A c B.

B

@

. Apibrézimas.

Aibés 4 ir B vadinamos lygiomis, kai jos yra viena kitos poaibis, t. y.
(4cB)A(Bc 4)= 4=B.

Kitaip sakant, aibés 4 ir B yra lygios, jei jos sudarytos i§ ty paciy elementy.

. Apibrézimas.

Aibiy 4 ir B Dekarto sandauga yra sudaryta i§ visy pory (a, b), kuriy pirmoji komponenté a yra
aibés A elementas, o antroji komponenté b yra aibés B elementas:

AxB:{(a,b): aed, beB)}

. Rasime aibiy 4 = {— 2;0; 1} ir B= {— 1; 0; 2} sajunga 4 U B, sankirta A N B, skirtumus A4\ B,
B\ A ir Dekarto sandaugg 4 x B.

Sprendimas.
AUB={-2;-1;0;1;2},

An B =1{0},
A\B={-2;1},
B\A4=1{1,2},

Ax B ={(=2;-1) (=2; 0} (- 2;2) (0:-1); (0; 0); (0; 2); (1:=1); (1; 0); (1; 2)}.

2. Rasime aibiy A:{x: —2£x<2} ir B:{x: O<x£3} sajungag AU B, sankirta AN Bir

skirtumus A\ B, B\ A.

Sprendimas.

Pavaizdave aibes ant Ox aSies, matome, kad
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q
q
=V

B\A={x: 2<x<3}=[23]

3. RasimeaibiqA={x: —1<x£2} irB={y: 1$y<2} Dekarto sandaugg A x B.
Sprendimas.
AxB={x,y): —-1<x<2, 1<y<2}

.V A

W77

1

i 4

110 2
4. Apskaiciuosime 4U(BNC)UD, kai A={-1;0;2}, B={-1;0;5}, C={5} ir D={0}.

Sprendimas.

Pirmiausia atlieckame veiksmus skliausteliuose:
BNC={10;5n{5}=1{5}

Tuomet atliekame veiksmus iS eilés:
AU(BNC)={-1;0,2}u{5}={~1;0;2; 5},
AU(BNC)uD={-1;0;2;5}u{0}={-1;0;2; 5}

Ats.: {~1;0;2;5}.
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UZdaviniai
1. Uzrasykite Sias aibes, iSvardydami jy elementus:
a) A:{x:x2 +5x—6:0},
b) B={r:x*-1=0}

) C=fx:x* +x+13=0}
2. Raskite aibiy 4 ir B sgjungg AU B, sankirta 4N B, skirtumus A\ B ir B\ 4:

a) A=1{-1;0;3}, B={-2;-1;3;5};
b) A=1{1;2;4;7), B=1{-1,2;34;8};
¢) A=1{-2;2;3}, B={-2;-1;0;1;2};
d) 4=1{2;4;6;8,10}, B={1;3;57,9}

e) A:{x:x2+x—6:0},B= x:x2—3x+2=0};
f) 4=(-2;0) B=(-11}

B
h) A={x:-3<x<4}, B={x:0<x<7}

i) A={x:1<x<3}, B={r:x’-2x<0}
i) A=[-1;4) B={r:x*—2x+1=0}
k) A=(-2;1), B={r:x*-9>0}

) A= 4] B={r:x*+6>5x}

3. Atlikite veiksmus su aibémis 4= {1;3;5}, B={2;4;6}, C={1;2;3} ir D={0;2}:
a) (AU B)N(CN D),
b) (B\ 4)\(CuUD).
4. Atlikite veiksmus su aibémis 4=1{2;5}, B={;4;5}, C={0;1} ir D={-1;4}:
a) (AnB)u(D\C);
b) (D\ 4)n(BUC),
¢) (AnB)u(DNB)UC;
d) CxD.
5. Apskaiciuokite:
a) AU Q; b) AN O;
c) 4\0; d)o\ 4.
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. Nustatykite, kurios lygybés tarp natiiraliyjy ir realiyjy skaiciy aibiy yra teisingos:
a) N=RnNN; b) R=RNN;
¢c) N=RUN; d) R=RUN.

. Pavaizduokite aibes:

a) A= {(x,y): x+y=1};

b) B= {(x,y): x*+y? Sl}.

. Pavaizduokite aibiy 4 = {x :0<x< 1} ir B= {y 2<y< 4} Dekarto sandaugg.

. Grupéje yra 12 studenty, kurie moka bent vieng i§ dviejy kalby: angly arba vokiediy. Zinoma,

kad 7 studentai moka angly kalba, o 8 — vokieCiy. Apskai¢iuokite, keli studentai moka abi
kalbas.
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6. FUNKCLJOS
6.1. Funkcijos sqvoka
1. Apibrézimas.

Atitiktimi tarp aibiy A ir B vadinama taisyklé, kuri kiekvienam aibés A elementui priskiria

vieng arba kelis aibés B elementus.

2. Apibrézimas.
Jei kiekvieng aibés X elementg x atitinka vienas ir tik vienas aibés Y elementas y, tai ty aibiy

atitiktis vadinama funkcija.

Funkcijos Zzymimos f: X — Y arba x—L—>y, arba y=f(x),
¢ia x — nepriklausomasis kintamasis (argumentas),
y — priklausomasis kintamasis (funkcija).
Aibé X vadinama funkcijos apibrézimo sritimi, o aibé Y ={f(x): x € X} funkcijos kitimo (arba

reikSmiy) sritimi.

Rasime funkcijy apibrézimo sritis:

| B 1+ x°
Y x> —36x

Sprendimas.

Duota funkcija neegzistuoja tuose taskuose, kuriuose vardiklis lygus nuliui. Taigi apibrézimo
srit] sudaro visi taskai, i§skyrus:

X —36x=0,

x-(x* =36)=0,

x=0 arba x*-36=0
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x ==6. Ats.: xe(—oo;—6)u(—6; O)U(O; 6)u(6;+oo)_

2. y=+x"-3x+2.

Sprendimas.

Kadangi posaknis turi biiti neneigiamas, tai

x*=3x+2>0;

x*=3x+2=0,

=V

D=(-3)-4-1.2=1,

_3+\/I_

X >

2,

1.

X,

Ats.: x e (—o0;1]U[2; + o).

Sprendimas.

x>0, x>0,
=
8—x>0; x<8.

Ats.: x€(0;8).
3. Apibrézimas.
Funkcijos y=f (x) grafiku vadinama aibé plokStumos tasky:
G:{(x,y): xeX, y:f(x)}.
Tegul k — prekés kaina (Lt),
x — parduotos prekeés kiekis (vnt.).
Tuomet lygybé y=kx apibrézia funkcija tarp parduoto prekés
kiekio x ir gautos pinigy sumos . y(Lt)6A o
Tarkime, X = {O; L; 2 3}, k=21ir i e
Y:{y: y=2x, xeX}. 2 @
Tuomet funkcijos grafikas G yra aibé plokStumos tasky (x; 2x), OT 123 ¥ (\;t. )

Siuo atveju — keturiy tasky sistema.
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Funkcijos reiSkimo budai:

1) Zzodziais;
2) lentele;
3) grafiku;
4) lygtimi.

. Apibrézimas.

Sakykime f yra funkcija, kurios apibrézimo sritis yra X, o reik§miy sritis Y.
Jei egzistuoja tokia funkcija, kurios apibrézimo sritis yra Y, o reikSmiy sritis X, tai ji vadinama

atvirkstine funkcija ir zymima ' :

fx)=y=7"(y)=x.

1
3 atvirksting funkcija.

Rasime funkcijos y =2—

Sprendimas.

y-2_ 1
1 x-3’
x—3__ 1
1 y-2"
el
2-y
1
x=3+ ; y=3+
-y 2—-x
Ats =3+ !
Y 2—x

. Apibrézimas.
Funkcijay = f (x) vadinama didéjancia tam tikrame intervale (a, b), jei su bet kuriais Sio
intervalo taskais X, ir x,, kai x; <x, galioja nelygybé f (xl)< f (xz), t.y.
Vx,x,: X <X, :>f(x1)< f(xz).
. Apibrézimas.
Funkcijay = f (x) vadinama maZéjancia intervale (a, b), jei su bet kuriais Sio intervalo taSkais

X, ir x,, kai x; <Xx,- galioja nelygybé f(xl) > f(xz), t.y.

VXX, 0 X <X, :>f(x1)>f(x2).
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. Apibrézimas.

Vien tik did¢janti arba vien tik mazéjanti intervale funkcija vadinama monotonine.

. Apibrézimas.

Funkcijay = f (x) vadinama apréZtgja intervale (a, b), jei yra tokie skai¢iai m ir M , kad su
visomis X € (a, b) reikSmémis galioja nelygybé m < f° (x) <M, t.y.

Am,M:Vxe(a,b)=m< flx)<M.

y A
_________ M.
0 >
y=f(x)

Pavyzdziui, sin(x) ir cos(x) yra apréztos funkcijos intervale [— L; 11
Jeigu galioja nelygybé f (x)SM , tai §i funkcija intervale (a, b) aprézta 1§ virSaus, jeigu

f (x) = m — tai funkcija aprézta i§ apacios.

. Apibrézimas.

Funkcijay = f (x) vadinama lygine, jei Vxe X, f (— x) =f (x)

Funkcijay = f (x) vadinama nelygine, jei Vxe X, f (— x) =—f (x)

. Funkcija f (x)= x” yra lyging, nes
Sex)=(=x) =2 = f(x).
. Funkcija f (x) =x+x’ yra nelyginé, nes

flex)=—x+(-x) =—x—x* = —(x+x3)= —f(x).
. Funkcija f (x) =x’ +x — nei lyging, nei nelyginé, nes

f(—x):xz—x.
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6.2. Funkcijos riba

1. Apibrézimas.
Jei x ir a yra realieji skaiCiai, tai atstumu p(x,a) tarp Siy skaiciy vadinamas jy skirtumo
modulis
p(x, a):|x—a|.
2. Apibrézimas.
Tarkime, kad 6 >0, o a — pasirinktas taskas.

Skaiciy tiesés tasko a aplinka U ; (a) vadinama tokia intervaly sgjunga:

Us(a)=(a—6;a)u(a;a+5).

[ \ .
w0 Js
3. Apibrézimas (Kosi ribos apibrézimas arba apibrézimas ,,&-6“ kalba).

Skai¢ius b vadinamas funkcijos f (x) riba taSke a, kai kiekvieng teigiamg skaiciy ¢ atitinka

toks teigiamas skaiCius o, kad visos x reikSmés i$ tasko a aplinkos tenkina nelygybe

f(x)-b<e,ty.

Ve>0, 36>0: |x—d<d,x=a=|f(x)-b<e
Zymima lim f(x)=5.

X—a

Paprastai tariant, funkcijos riba yra skaicius, prie kurio artéja funkcijos reik§meé, nepriklausomojo

kintamojo reikSmei artéjant prie nurodyto skaiciaus.

Y A

y=/(x)
b+e
/2 ‘
b-g |
0 a-é6 a atd x

Pagrindinés ribu teoremos.

1) Pastovaus dydzio riba yra pastovus dydis:

limC =C, C — konstanta.

x—>a

Pvz.: lim5=>5.

x—1
2) Pastovy daugiklj galima iskelti pries ribos zenkla:
lim(C- f(x))=C-lim f(x).
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Pvz.: lim(3-x")=3-limx’ =3.2* =12,

x—>2
3) Funkecijy algebrinés sumos (skirtumo) riba lygi funkcijy riby algebrinei sumai (skirtumui):
lim(f(x)+ g(x))=lim £ (x)*+ limg(x).

Pvz.: lim(x +1)=limx+liml=0+1=1.

x—0 x—0 x—0
4) Funkcijy sandaugos riba lygi dauginamyjy funkcijy riby sandaugai:
fim((+)- ()= tim £ (x)-Tim ().

Pvz.: lim(sinx-cosx)=limsinx-limcosx =sin0-cos0=0-1=0.
x—0 x—0 x—0

5) Funkcijy dalmens riba lygi dalinio ir daliklio riby dalmeniui, jei daliklio riba nelygi nuliui:

() lim/f(x)

lim == , limg(x)=0.
X—a g(x) £1E)I}g(x) X—a ( )

lim(2 +x) _
Pvz.: lim 22+x N = 2+(2 1) :_l_
x>-1x =3 llm(x —3) (—1) -3 2

x——1

4. Apibrézimas.

Jeigu funkcijos f(x) riba lygi nuliui lim f(x)=0, tai funkcija vadinama nykstanéia, kai

X—>a.

Jeigu funkcijos f (x) riba lygi begalybei lim f (x):oo, tai funkcija vadinama neapréZtai

didéjancia, kai x —> a.

1. Funkcija f (x) = x” — x vadinama nykstan¢ia, kai x — —1, nes

lim(x? +x)=(~1) =1=0.

x—>—1

.. +1 C e :
2. Funkcija f(x)= x—l vadinama neapréZtai didéjancia, kai x — 1, nes

x4l 141 (2
lim>—=—"=|Z|=o.
olx—1 1-1

PASTABA.

lim—=oco |ir|lim—=0|, limia=0 (a>0)

x>0 x X0 x x>0 x
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5. Apibrézimas.
Funkcija f (x) vadinama tolydZia taske x, (neturinti trikio tasky), jei funkcijos riba lygi

funkcijos reikSmei tame taske:

lim f(x)=/(x,).

X=X

6.3. Riby skaiciavimas

Norint apskai¢iuoti riba, i§ pradziy reikia nustatyti, ar néra neapibréztumo. Neapibréztumai yra
0 0 "
) (2) - @ ) ) @)

Tokiais atvejais reikia funkcijg pertvarkyti taip, kad neapibréztumas i1$nykty.

Skaiciuojant ribas, naudojami tokie simboliniai skai¢iavimai:

(g:ooj, (K:OJ, ¢ia a € R.
0 0

. 0) . .. . . op e
e Neapibréztumas [— Salinamas suprastinant trupmeninius reiskinius.

.ox+2 0 . x+2 . 1 1
1. lim—; =(—j=hm = lim =——.
=2y =4 \0) =2(x-2)x+2) =2x-2 4
, 1im«/1+x—1:[Qj:hm(\/l+x—lxx/l+x+1):lim el x
S0 x 0) x>0 x(«/1+x+l) Hox(«/1+x+1) Hox(«/1+x+1)
1 1 1

=lim = =—.
S0 l+x+1 14041 2

T x*—6x+8 _(Oj_i (x—4)(x—2)_1. x—4 2-4 1
x—2 6 :

2
xgx2—8x+l2_ 0) m(x—6)(x—2)_x1£r21x—6_2— 2

Trupmenos skaitiklj ir vardiklj i§skaidéme dauginamaisiais pasinaudoj¢ formule
ax’ +bx+c=a(x—x, ) x-x,)
x*—6x+8=0,

D=(-6)-4-8=4,
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x’ —6x+8:(x—2)(x—4).
x* —8x+12=0,

D=(-8) -4-12=16,

x* —8x+12=(x—-2)x—6)

0

Kadangi trupmenos skaitiklj sudaro daugianaris, tai jam i$skaidyti pasinaudosime dalyba

4. lim

x> —9x*+24x-16 _(Oj
x4 x> —3x—4

kampu. Tokiu budu galima iSskaidyti ir vardiklj. Kadangi reikia apskaiciuoti riba, kai x — 4, tai
dalijame 1§ (x—4):
x’ —9x* +24x-16|x—4
B x*=3x—4|x—4

x> —4x? x?—=5x+4
x? —4x x+1

—5x% +24x
—5x% +20x x-4
4x-16 x4
4x—16 0
0
X -0x*+24x-16 . (¥ —5x+4)fx-4) . x*-5x+4 16-2044 0
lim > = lim = lim = =—=0.
>4 x?—3x—4 =4 (x+1)x—4) =>4 x4 4+1 5

. o v 0 v o .
e Neapibréztumo (—j Salinimas.
o0

1. lim

w0 14x% — x? —5x° 0

9x’ +x+4 _(Ooj

Esant tokiam neapibréZtumui, trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalijame i§ x didZiausiu laipsniu,

t.y.i§ x°:
9 x 4 9o 1 4
3 6 ' .6 ' _6 35 e
lim—n XY gy x® xt e xf xt 04040 0,
e 14x° —xt=5x° o lAxt x7 5t om g, 15 14-0-0 14
T 6 6 4 3
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4 [—
2. lim® 4 (fj
o x+2 oo
Trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalijame i3 x didziausiu laipsniu, §iuo atveju i§ x*:

4 +3x4 4 5
_ 4 T4 4 T4
limﬂzlim XX _|jm—=X _0+3_(3 =
xoo x4 2 X—w X 2 [N | 2 0+0 0
Tt g ERY

xtx X x

9x2+x+6_(oo)

3. lim

=03yt —x—2 |\

Trupmenos skaitiklj ir vardiklj dalijame i§ x*:

% i+£ 9+1+ 6
m X XO g T o x o x? _94040
o0 3x? —x =2 o= 3x®  x 2 ey 120 3-0-0

x? x* X x X

PASTABA.
Dviejy daugianariy Pn(x) ir O, (x) santykio riba apskai¢iuojama palyginus abiejy daugianariy

auksciausius laipsnius:

0, n<m
P, (%)
lmm= 0, n>m
X—>00 ' x
p”,n:m
q.n

o Neapibréztumas (oo —oo0) $alinamas trupmenas bendravardiklinant:

Pavyzdys.

) 1 1 .ox=2-1 . x—3 -1
lim| — 5 =(oo—oo)=hm > =lim = — |=—.
x—2 x_2 (x_2) x—2 (x_2) x—2 (x_2) 0

Pirmoji pagrindiné riba:

. sinax
lim =a

x—0 X

Pavyzdziai.
. sin2x (0 1,. sin2x 2
1. lim =| — |==lim =—,
=0 5x 5 x—0 X 5
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x>0 X 0 x>0 x x>0

2. limw=(9) = imsmx -limcosx=1-1=1.

Antroji pagrindiné riba:

: 1Y , 1
lim{ 1+— | =e |arba hng(l +x)r=e
X—>0 X x—>

1 (2x+6)x 1imm lim 2x

L tim(2x-5)s = (1) = lim(1+2x -5 -1)5 =lim(14 20 -6)se 3 =e™ = =™ =,
i x x 3x-4 Sx
2. lim(l+3x] =lim(1+1+3x —1) =lim(l+ > ) =(1°°):lim(1+ > j P
oo\ 3x —4 X—>0 3x—4 x— 3x—4 X—>0 3x—4
5x 5

60
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UZzdaviniai
Raskite funkcijy apibrézimo sritj:
5
l. y=———— 2.
Y 10
1
3. y=———
y P x—1) 4.
5. y=Alx+T7+ Jx 6
7. y= ] 8.
X
2
9. y=In(l-x)+ 10.
2—x
— 52 12.
1. y= lgl4—x
x+1

Raskite atvirkstines funkcijas:

_10-5x
2

5-2x
x+1

17. y=8x°

19. T(a)=

13. y

15. y=

a
7-2a

20. Tereikskite i§ funkeijos 7 = —
R+r

kintamajj .
Apskaiciuokite ribas:

21, lim 2

x—>8 3\/;_2

2
23, lim~_— 2
x—5 X — 5

25. lim——

27. Iim———
x—2 x_,lz
3 2

29. lim X —2x +16

=2 x* X7 —x-10

14.

16.

18.

22.

24.

26.

28. lim

30. lim

=X
x"—x—6
_l—x2
Y 1+ x?
B 9—x?
Y x—1
4=
Y 1-x
y=Inx+ 2
6—x
y=log2x('x+1)

X +1

lim —;
x—>=1 x _1

2
. X" —x
lim
x—l1 x2_1

1imx—_3
x—3 \/;_\/E

x> =3x+2
2 x2 +3x—10

3x? +2x-1

=>-19x” +9x” —x—1
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31.

33. lim

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

. X’ +3x* -4
Iim—————

=l xt —x? —x+1

o 2x=2x"+1
1 2

X—>0 1_x

. Axt+x7+4
hm—5
xoo  10—-5x

o ox0+1

lim
oo x+1

. 3sin6x
lim

x—0 2x

. sin2x-cosS5x
im———

x—0 X

. sin3x
lim —
x>0 81N 2x

) 1 2
lim -
—i\x—-1 x" -1

lim(\/ 9x* +2 — 3x)

X—>00

4x

) 1)s
hm(l + —j
X—>0 8x

32.

34. i

36.

38.

40.

42.

44, 1i

46.

48.

50.

. ( 1 2 ]
lim| ——+—;
o\ x+1 0 x7 =1
x 42
m—
e 4x% —7 - 2x’
o 1-3x2—x*
hm—2
oo Dx—x" +1
cos 3x

lim
x>0 cos2x

. sin2x-—sinx
lim———

x—0 X

1—cos?3x
2

lim

x—0 X

lim tg 4x
x>0 8in 3x

. x? x—1
lim -
ool x4+ 3 2

lim(1+ 5x)s

x—0

1

) (x+3j2x
lim
x| x 42
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7. SKAICIY EILUTES
7.1. Skaiciy eilutés sgvoka

1. Apibrézimas.
Seka — tai kazkokia tvarka iSraSyta skaiciy (arba kity elementy) aibé.
Pavyzdziui, {1; 2; 3;...} arba {A; B; C; D; E}
Sekoje yra svarbi nariy tvarka, pavyzdziui, $ios sekos néra ekvivalencios:
{4; B; C} ir {C; B; 4},
Seka gali turéti baigtinj arba begalinj nariy skaiciy.
2. Apibrézimas.
Visy funkcijos f (n), kai ne N, reikSmiy aib¢, iSraSyta argumento did¢jimo tvarka, vadinama

skaiciy seka

U)i=r0). f2) fB)... S (). .. (M
. 1 11 1
Funkcijos f(n) skaiciy seka yra 1, RO
n n

3. Apibrézimas.

IS skaiciy sekos {an } =a,,a,,...,4a,,... sudarytas reiSkinys
a1+a2+...+an+...=2an (2)

vadinamas skailiy eilute, o elementas a, — eilutés bendruoju nariu.

11 1 o ey oo
r g tai Sios sekos skai¢iy eiluté uzrasoma tokiu budu:
n
1 1 <N |
I+—+—+. + +. —
2 3 ~

1. Jeigu turime skaiciy sekg 1,

2. Eilutés 1 + 2 + g + % +... bendrojo nario formulé uZraSoma taip: a, = 2%
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4. Apibrézimas.
Suma
Sm:a1+a2+...+am=2an 3)
n=1

vadinama m-taja daline suma.

Pavyzdys.

Eilutés Z— daliné suma S = ZL =

'\ =N

51—
g

5. Apibrézimas.
Jei egzistuoja eilutés (2) daliniy sumy sekos {Sm} baigtingé riba, kai m — o, t.y., jei

S=1im§,, (4)

m—>0
tai §i riba S vadinama eilutés suma, o pati eiluté¢ vadinama konverguojancia. Kai minétoji riba

yra begaliné arba neegzistuoja, eiluté vadinama diverguojancia.

Pavyzdys.

1 . .
Apskaiciuosime eilutés Z— daling suma S, ir eilutés suma S.
‘= n +3n+2

Sprendimas.

Eilutés daliné¢ suma uzrasoma taip:
; n*+3n+2

Norint jg apskai¢iuoti, visy pirma pertvarkome eilutés bendraji nari:
1 1 A B 1 1

n+3n+2 (n+1)-(n+2) n+l n+2 n+l n+2’

l=An+2A+ Bn+ B,

24+ B =1, A= 1,
A+ B=0. B=-1.

Tuomet eilutés daliné suma lygi:

n=1 n=2 n=3 n=m-1 n=m
< 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Z —_— =+ —— + - =
o n+1 n+2 2 3 3 4 4 5 m m+l1 m+1l m+2
l_ 1
2 m+2’
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o eilutés suma apskaiciuojama taip:

S=lmS, =Ilim 11 :l—O:l.
m—o mon\ 2 m+2) 2 2

Skaiciuy eiluciu savybés.

1) Jeieilute Zan =S konverguoja (diverguoja), tai konverguoja (diverguoja) ir eiluté

n=l1

ikan =k-S, keR.

n=1

2) Jei Zan =4 ir an = B, tai eiluté, gauta panariui sudéjus, taip pat konverguoja ir

n=1 n=1

(a,+b,)=A+B.

M

=
i

3) Jei Zan =4 ir an = B, tai eiluté, gauta panariui atémus, taip pat konverguoja ir
n=l

n=1

(an _bn):A_B'

NgE

S
]
—_

7.2. Konvergavimo pozymiai

1. Bitinasis konvergavimo poZymis.
Jei eiluté Zan konverguoja, tai bendrojo nario riba lygi nuliui:
n=l1

lima, =0.

n—»0
Sis pozymis yra tik biitinasis, bet ne pakankamasis eilutés konvergavimui pagristi. I3 §ios
salygos dar neisplaukia, kad eiluté¢ konverguoja.

Pavyzdziui, harmoniné eiluté

diverguoja, nors jos bendrojo nario riba lygi nuliui

lima, = liml =0.

n—>0 n—>o0 n
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Palyginimo poZymis.

Jei teigiamy eiluciy Zan ir an bendrieji nariai tenkina nelygybe a, <b,, kai n e N, tai

n=1 n=1

a) jei eiluté an konverguoja, tai eiluté Zan taip pat konverguoja;

n=l1 n=1

b) jei eilute Zan diverguoja, tai eilute an taip pat diverguoja.
n=1 n=1
Kitaip tariant, jei konverguoja eiluté, turinti didesnius narius, tai konverguoja ir eiluté su
mazesniais nariais; jei diverguoja eiluté su mazesniais nariais, tai diverguoja ir eiluté, kurios

nariai didesni.

Ribinis palyginimo poZymis.

Jeigu egzistuoja eiluciy Zan ir an baigtingé ir nelygi nuliui riba, t. y.

n=1 n=1

imZe =1, L#0 ir L#oo,

n—o h
n

tai abi eilutés kartu konverguoja arba kartu diverguoja.

I$tirsime eilutés Z

5 konvergavima.
= 5n" +n+3

Sprendimas.

Yra zinoma, kad Dirichlé eiluté
1
z_p’ P E R
konverguoja, kai p > 1, ir diverguoja, kai p <1.
TR i | .
Vadinasi, eiluté Z_z konverguoja.

n=1

Pasinaudoj¢ tuo, turime

1
B 2
lim 3 4n+3 g 1 1
n=>30 RS e 5n”+n+3 5
n2

Vadinasi, duota eiluté taip pat konverguoja.
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4. Dalambero poZymis.

Tarkime, duota teigiama skaiciy eiluté Zan ir egzistuoja riba

n=l1

. a
lim—=L =L,
n—>0 an

Tuomet duota eiluté
1) konverguoja, kai L <1;
2) diverguoja, kai L > 1
3) gali konverguoti arba diverguoti, kai L =1. Tokiu atveju eilutés konvergavimo tyrimui

reikéty taikyti kitg pozymj.

Pavyzdys.

n

3".n!

I$tirsime eilutés Z

n=1

konvergavima.

Sprendimas.

Pasinaudoj¢ Dalambero pozymiu, turime:

3" (n+1)!
n+1 n+l n n n
fim %t = g H) 3 '("f n" _ i 3o :3.lim[ij -
e g n—0 3" .pn! n— (n+1)"+ 3" pl o (n+1)” n—o\ p+1
nn
dlim— =3 3.

n—»0 n n e
(” ”j lim[1+1)
n n—»0 n

Ats.: diverguoja.

5. Leibnico poZymis.

Alternuojanti eiluté
a,—a, +ay,—a, +...+(=1)"a, +...= Z(—l)"“an

konverguoja, jei jos nariai tenkina salygas:

1) lima, =0;

n—>0

2) a,>a,>a,>a,>...>a,>....

Pavyzdys.

o (_ n+l1
IStirsime eilutés Z% konvergavima.

n=l1

Sprendimas.
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Eiluté konverguoja, nes tenkinamos Leibnico poZymio salygos:

1) lim

noe 2p —1

2) 1>l>l>....
35

Ats.: konverguoja.

1. Apibrézimas.

o0 o0
Eilute Zan vadinama absoliuciai konverguojancia, jei konverguoja jos modulio eiluté Z|an |

n=1 n=1

. R - TR | )
IStirsime eilutés E (—1) 1 N konvergavima.
— no+

Sprendimas.
Eiluté konverguoja, nes tenkinamos Leibnico pozymio sglygos:

1) lim—; =0;
’1*}03” _l’_

2) l>l>i>
3 6 11

Toliau tiriame moduliy eilutg:

i 1

el R

Palyginsime §ig eilute su Dirichle eilute 2—2 taikydami ribinj palyginimo pozZymi:

n=1

1
P 2
lim 22 — lim—— =1>0.
n—»m L n—o p° 4+
2
n

Kadangi Dirichle eiluté konverguoja, tai ir moduliy eiluté konverguoja. Vadinasi, alternuojanti
eiluté konverguoja absoliuciai.

Ats.: konverguoja absoliuciai.

2. Apibrézimas.

o0 o0 o0
Jei eiluté Zan konverguoja, o eiluté Z|an| diverguoja, tai Zan vadinama reliatyviai

n=l1 n=l n=1

konverguojancia.
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UzZdaviniai

. Paraykite eilutés bendrojo nario formule a,,:

1 2 3
Vet
b)l+§+§+z+
2 4 6 8
NP S B 1 T
. Apskaiciuokite eilutés —+—+—+...+ +... ketvirtgjj narj a,.
2 6 12 n(n+1)

. ParaSykite eilutés ZIgn bendrojo nario formule a, ir apskaiciuokite a,,.

n=1

. Apskaiciuokite eilutés daling sumg S, ir suma S:

a)z

b .
an’en );(Zn—l)(2n+1)’

)23;1 23n+1) D2 e

,11 —='n +5n+6

n=l n

o0

. I8tirkite eilu¢iy konvergavima:

3n+4 > 1
b ;
);4n+1 ),,Z:;n(n+1)
11 1 _ 2 2n+1
c) 1+3—2+5—2+...+—(2n_1)2 +o d) ; e

. I8tirkite eilu¢iy konvergavima remdamiesi Dalambero pozymiu:

n=1 n' n=l ”l

) 271 © n5
) ;n(n+l)’ ) WZ::‘S"’

> n! 2 3 4 n
e ; D I+—+F5+5+. .+~
) ; n 3 32 33 3 1

. Istirkite alternuojanciy eilu¢iy konvergavima:

a)z ,113n+1

b) Z n+1 5




TAIKOMOJI MATEMATIKA

8. FUNKCIJOS ISVESTINE

8.1. Isvestinés sqvoka

Tarkime, turime vieno kintamojo funkcija y = f(x), apibrézta tam tikrame intervale (a,b).
Siame intervale pasirinkime du tagkus x ir x,. Jy skirtumas Zymimas

Ax =x—x,
ir vadinamas argumento pokyciu. I ¢ia gauname, kad

x=x, +Ax,
t. y. pradiné reikSmeé x, jgijo pokyt] Ax. O skirtumas

Ay :f(x)_f(xo):f(xo +Ax)—f(x0)
vadinamas funkcijos pokyciu taske x,.
1. Apibrézimas.

Funkcijos kitimo greiCiu taSke x, arba i$vestine vadinama funkcijos pokycio ir argumento
poky¢io santykio riba

y!: hm&: lim f(xo +A‘x)_f(x0) = lim f(x)_f(xo).

Ax—0 A_x Ax—0 A_x X=X, X — xo

ISvestiné charakterizuoja funkcijos kitimo greitj kintant jos argumentui.
2. Apibrézimas.

Funkcijos i8vestinés iSvestiné yra antros eilés iSvestiné.
3. Apibrézimas.

Funkcijos diferencialu taske x vadinama sandauga

dy=y'-Ay arba
dy = y'dx.
Funkcijos iSvestinés radimas vadinamas tos funkcijos diferencijavimu y' = Z—y
X

I$vestinés zymimos roméniskais skaitmenimis y’, y”, ..., skliausteliuose arabiskais y",

. . dy d’
y(z), ... arba diferencialu _y’ —f,

dx  dx
TEOREMA.

Jei funkcija f (x) turi iSvesting taske x,, tai ji Siame taSke yra tolydi.
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8.2. Diferencijavimo taisyklés

Jeigu u = u(x) irv= v(x) diferencijuojamos funkcijos, tai:

1. C'=0, C—konstanta 5 (u v) e vru
2. x'=1 ’
, u u'-v—u-v'
3 (Cu) —Cu 6. (;) = > , v#0
4. (uiv)’ =u' V'
ISvestiniy lentelé
1. (xn)' =n xn—l (un)’ =n l/ln_l l/l,
! 1 ! 1 ,
2. (\/;)_m (\/;)—2\/514
3. (l -1 (lj _
x x u u
4. (a'”), =a’lna (a”), =a"Ina-u'
5. () = ) =e"u
6. (Inx) =1 (nu) =L
x u
! 1 ! ,
L (log, x) = xlna (log, ) = ulna
8. (sin x)’ =Cos X (sin u)’ =cosu-u'
9. (cos x)' = —sinx (cos u)’ =—sinu-u'
' 1 ' 1 ,
10. (tgx) =— (tgu) =———u
cos” x cos” u
' 1 ’ 1 ,
. (ctgx) :_sinzx (ctgu) :_sinzu'u
12. (arcsin x)' = \/11_2 (arcsin u), = 1 ! - u'
—x —u
13. (arccos x), = —% (arccos x), =- 1 ! —-u
—x —u
' 1 ' 1 ,
14. (arctgx) Ti e (arctgu) R ‘u
15. (arcctg x)' = _1+1x2 (arcctg u)’ = _1+1u2 u'
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Sudétiné funkcija — tai funkcija, priklausanti nuo kitos funkcijos y = f (u (x)) Jos i8vestine

y'=fu.

Apskai¢iuosime funkcijy iSvestines:

4
l. y:%+5x+\/;—2,

2 y:33x29
! 2 24 ) 2
A
X
3 :l_%"'xy
X X
1 2 [ ! 1 1
y’=(___9+xj =(x_l) —2‘(x_9) +x’=—x‘2+18-x‘1°+1=——2+_§)+1'
¥ X X X

Apskaiciuosime sudétiniy funkeijy iSvestines:

4. y=(+2x)",
v =4-(142x) -(1+2x) =8(1+2x).

5.y =%e7’“ +cos5x,

%-e” -(7x)' —sin5x- (Sx)' =e’* —5sin5x.

6. y= sins(x2 + 1),
v =5-sin* (x> +1)-(x* +1) =5-sin*(x* +1)-2x = 10x -sin* (x> +1).
Apskai¢iuosime funkcijy sandaugos iSvesting:
7. y=x-Inx,
' 3 ' 3 ' 3 ' 2 3 1 2 2 2
y z(x -lnx) :(x ) ‘Inx+x -(lnx) =3x"Inx+x"-—=3x"-Inx+x" =x (3lnx+1).
X
Apskaiciuosime funkcijy santykio i§vesting:
. 2x
4 3x+2’

, (2x) -Gx+2)-2x-(x+2)  2-(Gx+2)-2x-3 6x+4—6x 4

(B3x+2) Gx+2f  (x+2)  (Bx+2)
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N . |
9. Apskai¢iuosime funkcijos y(s)=— tre¢ios eilés isvesting:

¥'(s)= Gj () == ‘Siz ’
A o2,
r0-(2) - -2 oh -t

10. Apskai¢iuosime funkcijos y = x* +cos x diferenciala:

’

dy = (x2 +cos x) dx,
dy = (2x —sin x)dx .

8.3. Isvestinés taikymai

1. Lopitalio taisyklé (Liopitalio taisyklé) taikoma riboms skaiciuoti, kai yra neapibréztumai (6)

ir (—) Pagrindiné Lopitalio taisyklés esmé yra iSvestinés taikymas skaitikliui ir vardikliui
Q0

atskirai. Jei pritaikius taisykle, neapibréZtumai iSlieka, galima jg taikyti pakartotinai:

TN €3 BT ) A )
wogx) oaglx) woghlx)

2. ISvestinés mechaniné prasmé. Tasko tiesiaeigio judéjimo greitis v(t) konkreciu laiko momentu

t yra kelio s(t) iSvestine, o pagreitis a(t) yra greicio iSvestiné arba kelio antroji i§vestiné:

wv(t)=s'(z),
alt)=v'(¢)=s"(¢).

Pavyzdys.

Tasko tiesiaeigio judéjimo désnis s(t)=2t3 +1t> —4. ApskaiCiuosime greitj ir pagreitj laiko

momentu ¢ =4s.

73



TAIKOMOJI MATEMATIKA

Sprendimas.
w(t (2t +12 ) =612 +21,

<

)=
(4)=6-47+2-4=104;
alt)= (62 +2¢) =120 42,
a(4)=12-4+2=50.

Ats.: 104 m/s, 50 m/s.

3. ISvestinés geometriné prasmé.

ISvestiné f '(xo) yra funkcijos y = f (x) grafiko liestinés taske M (xo, yo) krypties koeficientas:

f’(xO)ZKztga,

a — kampas, kurj liestiné sudaro su Ox aSimi.
Liestinés, einancios per taskg M (xo Vo ), lygtis yra
y= f(xo)+ f'(xo)(x_xo)-

Normalé — tiese, statmena kreives liestinei ir einanti per lietimosi taSka. Normalés lygtis

1
y=f(xo)—m(x—xo)-

UzraSysime parabolés [ (x) = x” —2x +1 liestinés ir normalés lygtis taske x=2.

Sprendimas.
Apskai¢iuojame funkcijos reikSme duotame taske:

fl)=f(2)=2"-2-2+1=1.

Apskai¢iuojame funkcijos iSvesting ir jos reikSme duotame taske:
f'(x)=2x-2,
f'bo)=1"02)=22-2=2.
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UzraSome liestinés lygti:
y=1+2-(x—2)=1+2x-4=2x-3,
ir normalés lygt;:
1 1 1
=l-—(x-2)=l-—x+1=—=x+2.
y=l-(r=2)=1-2 >

Ats.: y=2x-3, y=—%x+2.

. Funkcijy tyrimas.

o Jei f'(x)>0 (f'(x)<0), tai funkcija f(x) intervale (a, b) didéja (mazéja).

o Jei f '(c) =0, tai funkcija gali turéti ekstremumag (minimumg arba maksimuma) taSke
ce(a,b).

o Jei f"(c)> 0, tai taikas ¢ yra minimumo taskas.

o Jei f"(c)<0, tai tadkas ¢ yra maksimumo ta3kas.

o Jei f"(c)=0 — ekstremumo néra.

e Kreivés taskas x = ¢ vadinamas perlinkio tasku, jei intervale (a, c) funkcijos grafikas i8kilas

aukstyn, o intervale (c, b) iskilas Zemyn, ir atvirks&iai.

Rasime funkcijos f(x)= —ix“ +8x” ekstremumus, didéjimo bei mazéjimo intervalus.

Sprendimas.

Norint gauti funkcijos ekstremumus, apskai¢iuojame jos iSvesting, prilyginame nuliui ir
sprendziame gautg lygtj:

f'(x) =—x’ +16x,

—-x’+16x=0,

- x*+16)=0,

x=0arba —x*+16=0,

x=%4.

Gavome tris ekstremumus. Toliau rasime antros eilés iSvesting ir apskai¢iuosime jos reikSme

ekstremumo taskuose:
f"(x)=-3x* +16,
f'(~4)=-3-(-4y +16=-32<0, x =—4 yra maksimumo taskas;

£"(0)=-3-0+16=16>0, x =0 yra minimumo taskas;
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f”(4) =-3-4*+16=-32<0, x =4 yra maksimumo taskas.

max ' max
A S

4 0 4

X

Funkcija didéja intervale (— 00; — 4) U (O; 4) , 0 mazgja (— 4; 0) U (4; + oo).
Funkcijos minimumas ir maksimumas yra

fmm(o)=—%.0+8-0=o, fmax(J_r4)=—%-256+8-16=112.

. Taikymai algebroje.

. Dviejy neneigiamy skaiciy suma lygi 10. Kokie turi buti skaiciai, kad jy kvadraty suma biity
maziausia?

Sprendimas.

Pazymékime x+ y =10.
IS ¢ia turime y =10 —x .
Tuomet kvadraty suma lygi
S(x)=x*+(10-x)* =2x* =20x +100.
Toliau skai¢iuojame funkcijos S(x) iSvesting:
S'(x)=4x-20,
prilyginame ja nuliui ir sprendziame gautg lygt;:
4x-20=0,
x =235,
y=S5.
Ats.: 51ir 5.

. 294 m? ploto statiakampj Zemes sklypa reikia aptverti ir po to perskirti tvora j dvi lygias dalis.

Kokie turi biiti sklypo matmenys, kad visas tvoros ilgis biity maziausias?
X

Sprendimas.
Pazymékime,

x — stac¢iakampio ilgis,

vy — plotis.
Zinome, kad sta¢iakampio plotas S = x- y = 294.
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IS ¢ia turime y = 294 .
X
Tvoros reikés
P=2x+3y arba P(x)=2x+3-ﬁ=2x+@.
X X

Tuomet apskaiciuojame iSvesting:

!

2
P'(X):(zx-y@j :2_882 _ 2x 882

2 2 2
X X X

prilyginame nuliui ir sprendZiame gautg lygti:

2x* —882

2
X

0,

2x>—882=0, x#0,
X2 =441,

x==221; y=%=l4.

Ats.: sklypo ilgis — 21 m, plotis — 14 m.

. Taikymai ekonomikoje.

Jei rySys tarp dviejy ekonominiy rodikliy iSreiSkiamas funkcija, tai Sios funkcijos iSvestiné
nusako vieno rodiklio kitimo greitj kito atzvilgiu.
Tarkime,

x — planuojamos gaminti produkcijos kiekis;

K — gamybos kastai;

U — nauda gamintojui.

Tuomet ribiniai gamybos kastai lygts

K'(x)= lim AR
Ax—0 Ax
o ribinis naudingumas
U'(x)= lim AU
Ax—0 Ax

Ekonomikoje daznai naudojama santykine iSvestin¢ (arba elastingumas):

X

Ex(y)=;-y'> [%]

Apskaiiuosime funkcijos y =2e” elastingumg taske x =10.
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Sprendimas.

X X
E = — "= 2 ) =
() Y 5 (2¢7) =x,
Em(y):lo-

Tai reiSkia, kad kintamajam x padidéjus 1 % funkcijos reikSme padides 10 %.
Ats.: 10 %.

Paklausos elastingumas kainos atzvilgiu:

E p (q) =L q,

q

¢ia p — prekes kaina,
q — paklausa.
Bendruyjy kasty elastingumas:

X
E(K)=—-K',

(K)=%

¢ia x — kiekis,

K — gamybos kastai.

Pavyzdys.

Apskaiciuosime paklausos g =200 — % p’ elastingumg kainos p atzvilgiu, kai p =10.

Sprendimas.

!

1 2
EP(Q)=#1-(200——192) = (p)=- P
200—5p2

2-10° 2
= =—-"~-0,67.
wld)==250 107 =3
Tai reiskia, kad kainai padidéjus 1 % paklausa turéty sumazéti 0,67 %.

Ats.: 0,67 %.
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UZzdaviniai
Apskaiciuokite funkcijy iSvestines:
—243 _ 2 4 o
1. y=2x Bx+4 9. =X2+2 17. y=x-<x —2)
- x°+1 »
2. y:27r+i In x 18. y=x-e
4 10. y=—+ .
. X 19. y=e"""
3. y= 2+4\/x—3 N
2x 11.y=€ 20y=Ctgx+1
x—1
4. y=Inx+2e" 12. y=cos™ x
21. y=Incos’(15x)
5. y=06-ctgx+6" 13. y=3/2+9x r
. 22. y=Inx"*
6. y=sinx-cosx 14, y= sin5x
7. y=x-log,x 15, y:arctg\/;
8. y=10Igx

16. y=(l+xz)3
23. Apskaiciuokite funkcijos z(u)=8—2u + 24u’ —0,3u’ antros eilés i§vestine.

24. Apskaiciuokite funkcijos T(a)=a’Ina tregios eilés iSvesting.

1
25. Apskaiciuokite funkcijos v( p) = 5 ketvirtos eilés iSvesting.
p f—
_ 2x+3

26. Apskaic¢iuokite funkcijos f (x)— ) diferencialg taske x, =1, kai Ax=0,1.
X+

27. Apskaiciuokite ribas taikydami Lopitalio taisykle:

. sin2 . _l—cos5 inx-e® —
a) lim bl d) lim-—22>% o) lim>mx-¢ —X
=0 x x>0 ]—cos3x >0 5y +x°
. tgx—x . 1l—-cosx —si
b) llng_g—2 e) lim 5 h) lim X—sinx
08I X — X =0 x 0 x —fgx
C) lim—————~2 lime—D -~ o 1- nx
=X ) s x-e'—x i) lim x

28. Kiinas juda pagal désnj s(t) =1’ +5¢> +4. ApskaiGiuokite greitj ir pagreitj po 2 s.
29. Kiinas juda pagal désnj s(t) =t Apskaiciuokite greitj ir pagreitj po 1 s.
30. Tasko tiesiaeigio jud¢jimo lygtis s(t) = 6t —t*. Kuriuo laiko momentu jo greitis lygus nuliui?

31. Kiino temperatiira kinta pagal désnj 7 = 0,2¢>. Koks yra kiino §ilimo greitis, kai 7 =10 s?

32. Kiino temperatiira kinta pagal désnj 7 = Etz —2¢. Koks yra kiino $ilimo greitis, kai =5 s?
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

43.

44,

45.

Srovés stipris kinta pagal désnj 7 =0,4¢>. Raskite srovés stiprio kitimo greitj baigiantis astuntai
sekundei.
10 kg masés kiinas juda pagal désnj s(t): 3t +t+4. Raskite kiino kineting energija

2

E = my , pragjus 4 s nuo jud¢jimo pradzios.
Uzraykite kreivés y = x° — 3x liestinés, nubréztos per taska M (2; 2), lygti.

Apskaiciuokite, kokj kampa su Ox aSimi sudaro kreives y =— liestiné taske x =—1.

x+2
Kuriuo kampu j Ox a$j pasvirusi kreivés y=x’—x*—7x+6 liestiné, nubrézta per taska
A(2; - 4)?
Raskite funkcijy ekstremumus ir didéjimo bei mazéjimo intervalus:

a) f(x)=2x"—x%

b) f(x):%)f’ —2x7 +3x;

¢) f(x)=x* —In(1 + 2x)

Skaiciy 18 suskaidykite j du démenis taip, kad démeny kvadraty suma biity maziausia.

Raskite du skaicius, kuriy suma biity 120, o vieno i§ jy sandauga su kito kvadratu biity
didziausia.

I skritulj jbréztas didziausio ploto staCiakampis. Jo perimetras lygus 56 cm. Raskite skritulio
skersmen;.

Apskaiciuokite ribinj naudinguma, kai produkcijos nauda iSreiskiama funkcija

a) U(x)= %x3 +%x2 +5 ir gaminamos produkcijos kiekis x = 10;

b) U(x)=(3x+4) ir gaminamos produkcijos kiekis x =1.

Apskaiciuokite ribines pajamas, jei prekés paklausos lygtis yra

a) q(p)=100-(10+9p— p*}

b) q(p)=50-e"7; &ia p — prekes kaina, ¢ — gaminiy kiekis. Pajamy lygtis R(p)= p-q(p).
Apskaiciuokite paklausos ¢ elastinguma kainos p atzvilgiu, kai

a)g=20-01p’°ir p=5;

b)g=50-5Inp ir p=20.

Apskaiciuokite bendryjy kasty K elastingumg gaminamos produkcijos kiekio x atzvilgiu, kai
a) K(x)=10+2x+3x? ir x =1;

b) K(x)=5+2e"" ir x=2,
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9. INTEGRALAI

9.1. Pirmyksteé funkcija ir neapibréztinis integralas

Panagrinésime atvirkstinj iSvestinei uzdavinj, kai turint funkcija f (x) reikia rasti tokig funkcija
F (x), kurios i§vestiné biity lygi duotai funkcijai.
1. Apibrézimas.

Funkcija F (x) vadinama funkcijos f (x) pirmykste funkcija, jeigu teisinga lygybeé
Fl(x)=f(x).

Funkcijos f(x)=x? pirmyksté funkcija yra

3
X

F(x)==—+C,
(="

¢ia C — konstanta. Kadangi

F'(x)= [£+Cj =x’.

3

Pirmykstés funkcijos nustatymas arba integravimas yra diferencijavimui atvirkstinis veiksmas.
2. Apibrézimas.
Jeigu F (x) yra funkcijos f (x) pirmyksté funkcija, tai reiskinys
F (x)+ C (C—konstanta)

vadinamas funkcijos f (x) neapibréZtiniu integralu.

Kitaip sakant, neapibréZztinis integralas yra visy pirmyksc¢iy funkcijy aibé ir Zymimas
J. £(x)dx,
¢ia f (x) — pointegraliné funkcija,

f (x)dx — pointegralinis reiskinys.
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NeapibreéZtinio integralo savybés:

D [C-fle)de=C] flx)dx;

4y ([ f(x)x)= ()

2)_[ +g a’x J.f dx+jg 5) de(x):F(x)+C.

3 ([ £k = 1(x):

Pagrindiniy integraly lentelé

1. jdx:x+C
n+l
2. jx"dxzx +C,kai n#—1
n+l
3. J.ﬂzln|x|+C
X
4. Ja"dx:a +C,a>0,a=#1
Ina
5. Jexdx:ex+C
6. Jsinxdx:—cosx—i-C
7. jcosxdx:sinx+C
8. =tgex+C
J‘coszx 5
9. J.d)zc =—ctgx+C
sin” x
10. J‘\/i—arcsm +C, —a<x<a
.| | B _Laeg®+CLaz0
a +x a a
dx 1 x—a
12. =—1In +C
J‘xz—a2 2a |x+a
13. J d =Injx++vVx*+a’|+C
\/)czira2
2
14. J.\/a2 —xldr=2Aa? —x* +Larcsint + C
2 2 a
2
15. J\/x ta dx—gx/ Zi%lnx—i-\/xziaz +C
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9.2. Pagrindiniai integravimo metodai

1. Tiesioginio integravimo metodas.
Siuo metodu skai¢iavimai atliekami tiesiogiai pasinaudojus integravimo formulémis.

1

Ide =SIdx=5x+C;

2. J(x+1)dx:jxdx+jdx=§+x+c;

3

3. I(3x +/x— 7)d I3x2dx+j de 7Idx——+ﬁ—7x+C=x3+§x«/;—7x+C;

2
4. [(3-2x)dv=[(0-12x+4x Jdx = [9dx — [12xdx + [4x>dv = [ dv ~12[ xlx + 4] x*dx =

2
x> 4x?

=ox-1 4+,
6 3

5. I(@]d j dx J.Sxdx+J. dx = dex 5]dx+6j. :—2—5x+6ln|x|+C

6. j(cosx—sinx)dx = jcosxdx—jsinxdx =sinx+cosx+C.

2. Integravimas keiciant kintamajj.

Jeigu x = h(t) yra diferencijuojama funkcija, o # — naujasis kintamasis, tai

[ r)ae = [ £ (n(e)- (e

Suintegravus vél griZztama prie pradinio kintamojo x.

t=x
¥ 2 2 1 1 t 1 t 1 x
1. J.e x“dx=|dt =3x dx/- :—Iedt:—e +C==¢e" +C,;
31 3 3 3

la’t:xza’x
3
t=3x+2 .
3 3 35 15
la’t=a’x
3
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4 s
j >x dx:(t_x +7J: £:1n|t|+C:1n‘x5+7‘+C;

x> +7 dt =5x"dx t
t=3-2x 1 3
R R R TSR VAP ~
I«/3—2xdx— dt = 2d)/( 2j - 2jﬁdt_ th dt = 2§+c_ tWt+C=
LA 2
2

=—%(3—2x) (3-2x)+C;

t=sinx
.[Cjoszx dx = = d—j:jt‘zdt:—lJrC:— ,1 +C.
sin” x dt = cos xdx t t sin x

. Integravimo dalimis metodas.

Jeigu u = u(x) ir v =v(x) diferencijuojamos funkcijos, tai dalinio integravimo formulé:
[udv =uv—[vu.
o Integraluose
[ P(x)inxdx, [ P(x)arcsinxdx, [ P(x)arccosxdx, [P(x)arctgxdy, |P(x)arcctgxdx

u=Inx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx

“ymima dv = P(x)dx

e Integraluose JP(x)exdx, j P(x)sin xdx , J-P(x)cosxdx

u= P(x)

Zymima . .
dv=e'dx, sinxdx, cosxdx

e Integralams J. e” sinxdx ir Ie" cosxdx apskaiCiuoti du kartus taikomas dalinio integravimo

metodas ir sprendziama gauta lygtis.

u=Inx |du=—dx

1
X
2
X

2 2 2
:uv—Ivdu=x—lnx—.|.x—-ldx:x—lnx—lj.xdx:
dv = _ 2 2 x 2 2

v = xdx v-;

lenxdx=

2 2
=X Inx-2+C;
2 4
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du = dx 1 5 1 )
e =uv—Ivdu=(x—1)Ee'—IEe dx =

v=—e
2

u=x-1
2. I(xl)ezxdx—[dvezxdx

= (x—l)%ez" —%ezx +C;

) u=sinx | du=-cosxdx
3. .[ex sin xdx =
dv=e"dx

. j:uv—jvdu =" sinx—J.ex cosxdx =
y=e¢’

(u =cosx | du=—sinxdx

\av=etax

j =e"sinx— (e’“ cos X —j-e" (~sin x)dx)=

v=e'
=e'sinx—e" cosx—jex sin xdx ,
Iex sinxdx=e"sinx—e" cosx—je" sin xdx ,

) ) 1
2J.e’” sinxdx=e"sinx—e”* cosx/-z,

e*(sin x —cosx)
2

J‘e’”sinxdx: +C.

9.3. Apibréztiniai integralai

Sakykime, atkarpoje [a, b] apibrézta teigiama ir tolydi funkcija f (x)

Apibréztiniams integralams apskaiciuoti taikoma Niutono ir Leibnico formulé

[ f(x)ax = F(x)| = F(b)- F(a),
¢ia a— apatinis rézis,
b — virSutinis rézis.
Apibréztinio integralo savybés:
D () gl = [ £(x)dx £ [ g 3) [ G =—[ flx)ebx;
2) [C-flx)dx=C- [ f(x)dx; 4) [ f(e)dx+ [ £)dx= [ £ (x)d;
VIDURINES REIKSMES TEOREMA.
1 b
p= b_aff(x)dx,

¢ia u yra viduriné funkcijos reikSmé intervale [a, b].
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2 3 2 3 3
Lo [ —2043)r=| - +3x || = S CIE ) T
3 713 3

1
= §—4+6 - l—1+3 =Z=21;
3 3 3 3

3
— = 4 p l 24 h
t,=1+0 IJ:'[\/?aIt:J.ﬁa’t:ﬁ|:g\/t_3|=g\/43—g I =
El 3 1 3
2

t,=1+3=4) 1

3 t=1+
2. J.\/1+xdx:[ x

0 dt = dx

=§(\/4_3—\/1_3)=§(8—1)=%=4§;

e e e

1 e e
du=;dx =xlnx|—.[x-ldx=xlnx —Idx:xlnx| —-X
1 1

X 10

3. Ilnxdx 4= Inx
1 dv=dx

V=X 1

=¢lne—-Inl—-e+1l=e-0—-e+1=1.

9.4. Apibréztinio integralo taikymai

1. Ploksciosios figiiros plotas.
Funkcija, apribota i§ apacios abscisiy asies, i§ Sony — tiesiy x =a ir x = b, 1§ virSaus — funkcijos
f (x) grafiko, vadinama kreivine trapecija. Jos plotas apskai¢iuojamas taip:

S:j.f(x)dx.

a

<

y=ftv)

.

D

=V

=]
S

Pavyzdys.

Apskai¢iuosime figiiros, apribotos parabole y = x> —4x +4 ir tiese 2x+y—7 =0, plotg.
Sprendimas.
IS tiesés lygties turime
y=T7-2x.
Sulygine abi lygtis, randame abiejy kreiviy susikirtimo tasky abscises:
¥ —4x+4=7-2x,
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x*=2x-3=0,
D=4+12=16,
2
2-4
X, :T:—l.

Tuomet figiiros plotas lygus:

S=j;((7—2x)—(x2 —4x+4))dx=il(—x2 +2x 43 x:(—x—;+x2 +3xj1:
=(—§+32 +3-3]—(—%+(—1)2 +3-(—1)]=(—9+9+9)—G+1—3)=11—

leg.
3

Ats.: 10% kv. vnt.

2. Sukinio taris.

Jei kreiviné trapecija sukama apie Ox as§j, gauto sukinio turis apskai¢iuojamas pagal formule:
b
V.= ﬂj yidx,
jei sukama apie Oy asi:

V,= ﬂj‘xzdy.

Apskaidiuosime tiirj sukinio, gauto sukant apie Ox a§j figiira, apribota parabole y =2x—x’ ir
tiese y=0.

Sprendimas.
Sulyging lygtis, randame abiejy kreiviy susikirtimo tasky

<

N

abscises:
2x—x>=0,

x(2-x)=0,

1
gy

x=0,x,=2.

=V

Tuomet figiiros tiiris lygus:

0 0 ’
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=

=V

Ats.: Eﬂ' kub. vnt.
15

3. Kireivés lanko ilgis.

b
l=_[ 1+(y') dx.

a

Pavyzdys.

Apskaiciuosime kreivés y = x/x—3 lanko ilgj tarp tasky A(O; 0) ir B(4; 5).
Sprendimas.

=Y (2) 31 3
y'=( x3)=(x2J =—x2:5\/;,
3
4 2 4 ToX |y 34
3 9 4 4 4.2 9 8

I=|.1+] = dy=|J1+=xdx=— = 1+=x =—(\/103—1):

{[z"JX{ 4xx93(|,93(4j|27

2

Ats.: = 8,89 ilgio vnt.

4. Nueitam keliui rasti.
Kelias s, kurj nueina taskas tolydziu greiciu v(t), apskaiciuojamas

T

s = jv(t)dt.

0}

Pavyzdys.

Taskas juda greiciu v(t) = 6¢° + 4 . Raskite nueita kelig per 5 s nuo judéjimo pradzios.

Sprendimas.

5= i(az +4)t = (281 +4t)i =250+20 =270 (m).
0

0

Ats.: 270 m.
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5. Mechaniniam darbui apskaiciuoti.
Mechaninis darbas A, kurj atlieka jéga F (x), perkeldama taska i§ vienos padéties i kita,
apskaiciuojamas taip:

A =j‘F(x)dx.

Pavyzdys.
Suspaudziant spyruokle 0,05 m, atliekamas 30 J darbas. Apskaiciuosime, kokj darba reikia
atlikti, norint suspausti spyruokle 0,08 m.

Sprendimas.
b
Pagal Huko désnj zinoma, kad jéga F = kx, vadinasi, 4 = Ikxdx .

0,05 xz 0,05
A= j/«xafx:k7 =0,00125-k,
0

0

Kadangi 4 =30, tai

0,00125 -k =30,
k = 24000,
0,08 0,08 x2 0,08
A= [hxdx = [24000-xdx = 24000 =3 | =76.8()).
0 0 0

Ats.: 76,8 J.

6. Taikymai ekonomikoje.

Pavyzdys.

Isteigta jmoné ,,Gamta“, kuri verciasi antriniy zaliavy supirkimu ir perdirbimu. Nustatysime
antriniy zaliavy likutj po 20 dieny, jei superkamo ir perdirbamo antriniy Zaliavy kiekio
(tonomis) priklausomybés nuo laiko iSreiskiamos funkcijomis:

£(£)=0,006¢> = 0,1z +15, g(t)=10,02¢+10.

Sprendimas.

(£(0)- g(¢))de = 2f(o,006t2 —0,12¢ + 5 )t = (0,002¢* — 0,06 + 5r)2|0 =92,
0

0

0=

Q C—

Ats.: likutis po 20 dieny bus 92 tonos.
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UzZdaviniai

Apskaiciuokite neapibréztinius integralus:

1. I(6x2+x+8)dx
2. (22 +1)uax

3. J.(x+%]2dx

4, ijde
5. J.xi4dx
6. J.Scosxdx
Adx
7 -[sinzx
d
5 J.x2 19

9, j (4x> —7sin x)dx

1
10. || 9¢* + dx
I( 3cos’ x)

Apskaiciuokite apibréztinius integralus:

22. j(x2 +2x+1)dx
|

}2+x

2
X

23. dx

2

24. | sin4xdx

O |y

25. Ie”dx

0

6
26. j x—2dx
2

Apskaiciuokite figliros, apribotos kreivémis, plotg:

31. y:xz, y=0, x=1, x=3;

32. y=x—-x7, y=0;

11. jsinzxdx
12. j(7x+2)4dx

13. I e*dx

o

14. j T dx
xdx

' j3x2 +6

15
16. I(x+l x” +2xdx
17. jxsinxdx
18. jxs In xdx

Inx
20. Iarctgxdx
21. Iex cos xdx

1 2
x~dx
e

0

28. | cos® xsin xdx

O 0 | N

29. | xe**dx

S ——

30. [(x=1)Inxdx
1
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33. y=6x-x"-7, y=x-3;

34, y=x>, y=—x+2;

35. y=x7, yzx/;.

Apskaiciuokite tiirj sukinio, kuris gaunamas duoty kreiviy apribotg figiirg sukant apie Ox asj:
36. y> =2(x+4), x=0;

37. y2 =2x, y=0, x=3, x=0.
38. Apskaiciuokite kreivés y = %xz —1 ilgj, esantj tarp taSky, kuriuose ji kerta Ox asj.

39. Taskas juda greic¢iu v(t) =12¢ - 3¢*. Raskite jo nueita kelig nuo judéjimo pradzios iki pabaigos.

40. 80 N jéga spyruoklé iStempiama 2 cm. Pradinis spyruoklés ilgis lygus 15 cm. Kokj darba reikia
atlikti iStempiant spyruokle iki 20 cm?

41. Tarkime, kad Lietuvos lito verté eurais iSreiSkiama laiko funkcija f (t) =0,15+0,02¢.

Apskaiciuokite Lietuvos lito viduting vertg eurais nuo ménesio 1 iki 15 dienos.
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10. DIFERENCIALINES LYGTYS

10.1. Diferencialinés lygties sgvoka

Sprendziant jvairius taikomojo pobiidzio uzdavinius, daznai i$ lygties, siejancios nepriklausomajj
kintamajj x, kintamgjj y bei iSvesting y', reikia rasti pacig funkcija y = y(x).
1. Apibrézimas.
Lygtis, kuri sieja nepriklausomgji kintamajj x, ieSkoma funkcija y ir jos iSvestines arba
diferencialus, vadinama diferencialine lygtimi:
F(x,y,y") = 0—pirmosios eilés diferencialiné lygtis;

F(x,y,y',y") =0 — antrosios eilés diferencialiné lygtis;

F(,p,9,9",...,y") =0 —n-tosios eilés diferencialin¢ lygtis.
2. Apibrézimas.
Diferencialinés lygties eile vadinama auksciausios eilés iSvestinés, esancios toje lygtyje, eilé.

(6) (4)

Pavyzdziui, ' + y +x = 0 yra SeStosios eilés diferencialiné lygtis.

3. Apibrézimas.
Diferencialinés lygties sprendiniu (arba integralu) vadinama tokia funkcija, kurig jrase i lygti
gauname tapatybe.

Diferencialinés lygties sprendimo procesas vadinamas diferencialinés lygties integravimu, nes jos
sprendiniai gaunami skaiciuojant tam tikrus neapibréztinius integralus.

Diferencialinés lygtys taikomos jvairiose mokslo ir praktikos srityse. Daznai jomis iSreiSkiami
jvairts fizikos, biologijos, demografijos, ekonomikos procesai.

4. Apibrézimas.
Pirmosios eilés diferencialinés lygties y' = f(x, y) bendruoju sprendiniu vadinama funkcija,
priklausanti nuo laisvosios konstantos C.

5. Apibrézimas.
Atskiruoju diferencialinés lygties ' = f(x,y) sprendiniu vadinamas sprendinys, kuris
gaunamas i§ bendrojo sprendinio, parinkus konkrecig laisvosios konstantos C reikSme Cy.

6. Apibrézimas.

Uzdavinys, reikalaujantis rasti diferencialinés lygties atskirgjj sprendinj, tenkinantj pradines

salygas y | =y,, vadinamas tos lygties KoSi uZdaviniu.

X=X
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Pavyzdys.

I$spresime diferencialinés lygties 3’ = 3x” —2x Kosi uzdavinj esant pradinei salygai y(1)=0.

Sprendimas.

3 2

y=j(3x2 —2x)dx =I3x2dx—j2xdx=3%—2%+C=x3 -x*+C.

Gauname bendrajj sprendinj
y=x'-x"+C,
¢ia C— laisvoji konstanta, kurig apskaiciuosime pasinaudoj¢ pradine salyga.
Kadangi y(1) =0, tai
0=1-1"+C,
C=0.
Taigi atskirasis sprendinys yra y = x° — x”.

Ats.: y=x" —x°.

10.2. Diferencialiniy lygciy integravimas

Integravimo metodas pasirenkamas priklausomai nuo lygties y'= f(x,y) deSiniosios pusés

S(xp).
1. Metodas. Kintamyjy atskyrimas.
Lygtis
y'=gx)-h(y)

vadinama diferencialine lygtimi su atskiriamaisiais kintamaisiais.

Sios diferencialinés lygties kintamieji atskiriami padauginus abi jos puses i§ daugiklio

dx

—, h(y)#0.
h(y)
Gauname lygtj
dy
——=g(x)dx.
h(y)

ISspresime diferencialines lygtis:

1. y'=x’
Q:xyz if
dx v
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d—);zxdx ﬂ: dx
y y—1 x+1
dy _ Ay _ (9
jyz—J.xdx J.y—l x+1
1_x - Injy—1|=Infx+1|+C
yo2 Iy~ 1 = Inlx + 1 + InC,
2
y=-"T.c In[y -1/ =In(C, - (x +1))
y=1=C,-(x+1])
2. y =271 y=C, - (x+1)+1
x+1
@:y—l dx

— ) ——, y—120
dc x+1/ y-1 Y

2. Metodas. Homogeninés diferencialinés lygties integravimas.
Lygtis
P(x, y)dx +Q(x, y)dy =0,
kurios P(x,y) ir Q(x,y) yra to paties matavimo homogeninés funkcijos
( f(x,ty)=t"f(x,y), te R), vadinama pirmosios eilés homogenine diferencialine lygtimi.

Tokios diferencialinés lygtys sprendziamos panaudojant keitinj:

y=u-x, dy=udx+xdu.

I$spresime diferencialing lygtj x*dy — y(y +x)dx=0.
Sprendimas.
Naudojame keiting: y =u-x, dy =udx+ xdu .
X (udx + xdu)—u - x(u-x+x)dx=0/:x*, x#0
udx + xdu —u’dx —udx =0,
xdu—u’dx=0.

Atskiriame kintamuosius:

xdu = uzdx/~ ! 5

X-U

du_ds
M2 X '
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Integruojame:
du_rd

D
UZ X

L+
u

Y

Tuomet griZztame prie pradiniy kintamyjy, t. y. vietoj u jraSome
X

~Zomll+c,
y

_x

e y :eln‘x‘+C,
_x

e’ =x-C.

3. Metodas. Antrosios eilés tiesinés homogeninés diferencialinés lygties integravimas.

Lygtis
y'+p(x)y'+q(x)y =0,

vadinama antrosios eilés homogenine diferencialine lygtimi.

Antrosios eilés tiesinés homogeninés diferencialinés lygtys su pastoviais koeficientais sprendziamos
kaip kvadratinés lygtys. Sudarome charakteringaja lygtj
A +pl+q=0,
gia A=y, A =y".
Jeigu i§sprende kvadrating lygtj, gauname, kad:
1) A4, # 4,, kai D >0, tai sprendinys yra pavidalo y = Clel‘x + Czelzx ;
2) A, =4, =A4,kai D=0, tai sprendinys yra pavidalo y = Cle“ + szeﬂx;

3) A=atif}, kai D <0, tai sprendinys yra pavidalo y = e”"‘(Cl cos fx+ C, sin ,Bx).

IS$spresime diferencialing lygti y"+4y"+3y=0.

Sprendimas.

A +41+3=0;
D=16-12=4,
—4+2 —4-2
= =1, A, = =-3.
A 2 2 2

Ats.: y=Cie ™ +C,e™.
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ISspreskite diferencialines lygtis:

1.

10. y

d—y:2x
dx

Q:6x5+x
dx

dy
dx

=x*+3x7+x+1

dy
dx

=sinSx

Y =4x’ +1
Yy =5x" - 2x+1

2
y'===0
X

’ 3 2

Yy =Nx
. 1-x7

y_ x4

, 2x
x+1

Uzdaviniai

11. y':xe_"2
12. y-y'=x
13. yx—x*+1=0
14. yw'+x=1

15, y'-2y-0
X

16. y' =33/y’

17. y' =xp°

18. y'=2xy=0

19. y'=3x*y =0

20. xy"'+2y =0

21. X*dy+(y—1)dx =0

22. \/;dx+\/;dy =0

I$spreskite antrosios eilés diferencialines lygtis su pastoviais koeficientais:

23
24
25
26
27
28
29
30

. Y'=3y"+2y=0
Y +2y'=3y=0
Ly =3y"—4y=0
Y =2y"+y=0
L A4y"+4y"+y=0
. Y"+6y +9y=0
. Y"+9y" +10y =0
. Yy'=y=0

31.4y"—y=0

32. y"—-4y"'=0
33.9y"-y"=0

34. y"+y=0

35. y"+4y=0

36. 4y"+y=0

37. y"—4y"+5y=0

38. yV"+y'+y=0

Raskite antrosios eilés diferencialiniy lyg¢iy bendrajj sprendinj:

39
40

41

. y”:x
. y"=sinx
) yﬂ:eZX
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42. y" _1
x

43. Nustatykite diferencialinés lygties y” —10y" + ' =0 eilg.
44, Tsspreskite lygti ¥ —y=0.

Raskite homogeniniy diferencialiniy lyg¢iy bendrajj sprendinj:
45. (2x—y)dx+xdy =0, y(-2)=6.

46. (3x—y)dx+xdy =0, y(1)=1.

47. (x+2y)dx —xdy =0, y(1)=0.

ISspreskite diferencialiniy lygciy Kosi uzdavinj:

48. ydy = xdx , y(~2) = 4.

49. 2y =1-3x7, y(1)=3.

50. xdy = ydx, y(3) =6.

51. ﬂ:z(y—g, y(0)=4.
dx

52. ¥’y =e", y(0)=3.

53. x*y' =2xy =3y, y(-)=¢’.

54. y"+8y"'+16y =0, y(0)=1, »'(0)=1.
55. y"+6y"+9y =0, y(0)=2, y'(0)=1.

56. y"+3y"+2y=0, y(0)=-1, y'(0)=3.
57. y" =9y =0, y(0)=0, »'(0)=6.

58. y"=2y"+2y=0, y(0)=1, y'(0)=3.

59. y"-6y"+13y=0, y(0)=1, y'(0)=5.

60. xcosly’+x—ycosZ=O, y(1)=0.
X X
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11. KOMPLEKSINIAI SKAICIAI

11.1. Kompleksinio skaiciaus sgvoka

Labiausiai nesuvokiama pasaulyje yra tai, kad tas pasaulis yra suvokiamas.

A. Einsteinas

1. Apibrézimas.
Menamuoju vienetu vadinamas toks skaicCius i, kurio kvadratas lygus —1:

it=-1. (1)

Pavyzdys.

§6 1T 1016 | GTITL 23 2841 | 2808 | 2358541 _ (_1)3 " (_ 1)8 4 (_ 1)808 +(_ 1)3585 =

=—1+i+1-i=0.

Galima apibendrinti, kad

2. Apibrézimas.
Skaiciai, turintys pavidala z=a +ib, a,b € R vadinami kompleksiniais.
Skaicius a vadinamas realigja kompleksinio skaiciaus dalimi ir zymimas a =Re z.
Skaicius b vadinamas menamgja dalimi ir zymimas b =Im z.
3. ApibréZimas.
Kompleksiniai skai€iai z, = a +ib ir z, = —a —ib vadinami prieSingaisiais.

4. ApibrézZimas.

Kompleksinis skai¢ius z=a+ib=a—ib, a,b € R vadinamas jungtiniu skaic¢iui z=a+1ib.
5. Apibrézimas.

Kompleksiniai skai¢iai vadinami lygiais, kai jy realiosios ir menamosios dalys sutampa.

Pavyzdys.

I8 dviejy kompleksiniy skai¢iy lygumo rasime x ir y, kai (1 + i)x + (1 —1i )y =3-1i.

Sprendimas.
X+ix+y—-iy=3-i;

(x+y)+(x—y)i:3—i.
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Sulyginame realigsias ir menamasias dalis:

x+y=3
x—y=-1

ISsprendge sistemg, gauname, kad x =1, y=2.

Ats.: x=1, y=2.

11.2. Geometriné interpretacija

Kompleksinis skai¢ius geometrine prasme yra

taskas Dekarto koordinaciy sistemoje. menamoji asis
y
1. Apibrézimas.
M(a,b)
Kompleksinj skai¢iy z=x+1iy atitinkantis ) .
r |
taskas M (x,y) vadinamas to kompleksinio 0 :
skaiCiaus afiksu. 0 a x

o realioji aSis
2. Apibrézimas.

Kompleksinio skaiciaus modulis yra lygus

|z|=|a+ib|:\/az+b2 . (2

Apskaiciuosime kompleksinio skaiiaus z = —+/3 +i modulj.

Sprendimas.

=B +12 =Br1=2.

Ats.: 2.

3. Apibrézimas.
Kampas ¢ tarp realiosios asies Ox ir vektoriaus OM vadinamas kompleksinio skai¢iaus
pagrindiniu argumentu ir Zymimas argz .
Ta pat] kompleksinj skaiCiy z atitinka be galo daug argumento reikSmiy, kurios viena nuo kitos
skiriasi periodu 27k, ke Z:
Argz=argz+27k, keZ, 3)
Argz — kompleksinio skai¢iaus argumentas,

@ = arg z — pagrindiné argumento reik§mé.
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Pagrinding kompleksinio skaiCiaus argumento reikSme¢ galima apskaiciuoti pagal formulg:
arctgé, kaia >0 (Tir IV ketv.)
a

argz =@ = arctg2 +7,kaia<0,b>0 (II ketv.) (4)
a

arctg2 — 7, kaia<0,b <0 (Il ketv.)
a

Arktangentas yra nelyginé funkcija: arctg(— x) = —arctg(x).

Trigonometriniy funkcijy reikSmiy lentelé

Laipsniai 0° 30° 45° 60° 90°
Radianai 0 z z z z
6 4 3 2
sin @ 0 1 ﬁ ﬁ 1
2 2 2
cos @ 1 ﬁ ﬁ ! 0
2 2 2
V3
tgp 0 = 1 J3 -
3
V3
ctgp - 3 1 X2 0
3

Rasime kompleksinio skai€iaus z =1+ visas argumento reikSmes.

Sprendimas.

Kadangi a =1 ir b =1, tai kompleksin;j skaic¢iy z atitinkantis vektorius yra pirmame ketvirtyje.

v

Tuomet pagrindiné argumento reikSmeé lygi

b T
@ = arctg— = arctgl = —,
a 4
0 visos argumento reikSmes Arg z = % +27k, keZ.

Ats.: Argz=%+272k, keZ.
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11.3. Veiksmai su kompleksiniais skaiciais

Kompleksinj skaiciy galima isreiksti jvairiomis formomis:

z= a+ib =r-(cosp+i-sing)= r-e® = (ab)
0 0

) 0
algebrine trigonometrine rodykline  vektorine

)
¢ia a = Re z —realioji skai¢iaus dalis,
b =Im z —menamoji skaiciaus dalis,
r=|z| =va’ +b* —kompleksinio skai¢iaus modulis,
@ = arg z — pagrindiné argumento reikSmé.
e Jeigu turime du kompleksinius skaiius z, =a, +ib, ir z,=a,+ib,, uzraSytus algebrine
forma, tai aritmetiniai veiksmai su jais atlieckami tokiu biidu:
1) z,+2z,=(a, +a,)+ (b, +b,) i;
2) z,-z, = (al _a2)+(bl _bz)'i5
3)z-z,= (al -a, — b 'b2)+(a1b2 +a2b1)'i;

_aa, + bb, n ab, —a,b, .

z
4 42
z, a; +b; a; +b;

b

5) z-z=(a+ib)a—ib)=a’ +b*.

Jei z, =1-5i ir z, =-2 -1, tai:
1. oz 42, =(1-5)+(-2—i)=1-5i—-2—i=~1-6i;
2. z—z,=(1-5i)—(-2—i)=1-5i+2+i=3—4i;
3. zoz,=(1-5i)-(-2-i)==2—i+10i + 5> =2~ i +10i = 5= ~7 + 9i ;

7 _1=5i _ (1=-5i)-(-2+i) _—2+i+10i-5° _3+11i _3 1

z, —2—i (2-i)-(=2+i)  (~2f-# 5 55

5. z,-z,=(1-5i)1+5i)=1 +5* =1+25=26;

6. z,-2,=(-2—i)-2+i)=(-2) +1’ =4+1=5.

e Veiksmai su kompleksiniais skaiciais, uzrasytais trigonometrine forma.
Jei z, = r,(cos @, +ising,) ir z, = r,(cos @, +isin @, ), tai:

)z -z, =n -rz(cos((o1 +(p2)+isin((p1 +(02));
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2) =t =" (cos(p, — @, )+ isin(p, - p,));

Z, n

3) " = r”(cos(n(p)+isin(n(0)) — Muavro formule;

4) K/_:W(cosw+isin(p+2ﬂk} k=0,1,...,n—-1.
n n

. Jel z, = 6(cos 65° +isin 65°) ir z, = 3(cos 35" +isin 35°), tai:

a) z,-z, = 6-3(cos(65° +35 )+ isin(65" +35°))=18 - (cos 90" +isin90° ) =18 -i;

b) j—l = g(cos(6S° —~35°)+isin(65" —35°))= 2(cos 30" +isin 30" ) =

NS .
:2[7+51J:«/§+1.

. Duotas kompleksinis skai€ius z =1— J3i, apskai¢iuosime z'.
Sprendimas.
Pirmiausia uZraSysime skaiciy z =1- V3i trigonometrine forma z = r(cos @+isin (o).
Kadangi realioji ir menamoji kompleksinio skaiciaus dalys yra
a=1,b= —\/5 ,

tai kompleksinis skaicius yra ketvirtame ketvirtyje. Jo modulis ir pagrindiné argumento reikSmé:
r=y1° +(—\/§)2 =1+3=2;
T

Q= arctgé = arctg[#} — —arctg+/3 = -5
a

Taigi trigonometrin¢ kompleksinio skai¢iaus forma yra

Tuomet, pasinaudoj¢ Muavro formule, keliame laipsniu:
z?% = 212(cos[— 127”) + isin(— UT”D =2"(cos4x —isindz)=4096(1—i-0)= 4 096.

Ats.: 4 096.
. Apskaiciuosime /-1 .
Sprendimas.

Turime kompleksinj skai¢iy z = —1. Jo realioji ir menamoji dalys yra:

a=-1,b=0.
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Tuomet apskai¢iuojame kompleksinio skai¢iaus z modulj ir argumento pagrinding reikSme:
r=+(=17 +0* =J1=1,
b
p=arctg—+71=0+7=rm,
a

Taigi trigonometriné kompleksinio skaiciaus forma yra
Z=CoSm+i-sinrx.

Pasinaudoj¢ ketvirta skaic¢iavimo formule, turime:

\/_:ﬁ(cos”Jrzzﬂk+isin”+22ﬂkj, k=0,1;

zZy=cos—+isin—=0+i-1=1,
2 2

T+2r .. m+2x
+1isin

Z, = COS =cos3—ﬂ+isin3—ﬂ=0+i-(—l)=—i.
2 2
Ats.: ti.
Oilerio formulé isreiskia trigonometriniy ir rodykliniy funkcijy rysj:
cosp+isinp=e" . (5)

e Veiksmai su kompleksiniais skaiciais, uzrasytais rodykline forma.
Jei z, =ne'” ir z, = re'”, tai:
i(p+e2) .

D)z-z,=r-1-e ;

2) i:i,ei(wﬁoz)

Z, n

b

n _ _.n ng .
3) " =r"-e"?;

Q+27k

Niz=tre ", k=0,1,...,n-1.

Kompleksinj skai¢iy z = —1+i uzra§ysime rodykline forma ir apskai¢iuosime z° ir iz .
Sprendimas.
Kompleksinio skaiciaus z realioji ir menamoji dalys yra

a=-1,b=1.

Tuomet apskaiciuojame kompleksinio skai¢iaus z modulj ir argumento pagrinding reikSme:

r=~(=1)7 +17 =42,
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V4 RY/4
— arcto(—1 = L=t
@ =arctg(—1)+ 7 +7

Taigi rodykliné kompleksinio skai¢iaus forma yra

3z,
sz/Ee“ .

Pasinaudoj¢ trecia ir ketvirta skai¢iavimo formulémis, turime:

Z3 _ (\/5)3 e3~37”i _ \/ge%ﬁi;

3z
-t 38k

Yz =4J2 ¢ * g2 . k=0,1,2,3.
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Uzdaviniai
. Apskaiciuokite:
a) i+it+i +it i+ +i 4%

b) '+ +i% +i 40

. Raskite x ir y, kai:

a) —2+5ix—-3iy=9i+2x—-4y;

b) 5x+2y+(x+y)i:4+5i.

. ParaSykite kompleksiniy skaiciy afiksus ir nubrézkite juos atitinkancius vektorius:

a) z=4;

b) z =-2i;

c) z= \/g —1.

. Raskite kompleksinio skai¢iaus modulj ir argumento pagrinding reikSme:

a) z=1i,;

b) z=2-2i.

. Raskite visas argumento reikSmes:

a) z=+/3 —/3i;

b) z=2;

c) z= V3i.

. Duoti kompleksiniai skaiciai z;, =—1+6i ir z, =2+ 5i . Apskaiiuokite:

a) z, +z,;

b) z,-2z,;

c) 2
Z2

. Apskaiciuokite:
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10.

1.
12.

13.
14.

15.

16.

17.

Apskaiciuokite:

2 T .. T Sz .. S«
a) —| cos— +isin— |- 6| cos— +isin— |.
3 6 6 6 6 )’

3 3
b) 10 cos 2 +isin2 |2 cosZ +isinZ |.
4 4 4 4

c) 3((:0545O +isin45°): 3(005135O +isin135°).

Kompleksinj skaiCiy z = —/3 +i uZzrasykite trigonometrine ir rodykline formomis.

Kompleksinj skaiCiy z = \/Ee? uzraSykite trigonometrine ir algebrine formomis.
Kompleksinj skai¢iy z = 6+ 6i uzrasykite trigonometrine forma ir apskai¢iuokite z*.
IStraukite kubing Sakn; 1§ Siy kompleksiniy skaiciy:

a) z=1;

b) z=—i.

Kompleksin;j skai¢iy z = 4e§i uzraSykite trigonometrine forma ir apskaic¢iuokite Jz.
ISspreskite lygtis:

a) 1+2z°=0;

b) z? —4z+5=0;

c) z2+1=0.

Remdamiesi Muavro formule, apskai¢iuokite:

a) z= (4+4i)8;

b) z=(2+2i)".

Apskaiciuokite |22 -z, kai z, = V2 -4, z, = 32 -5i.

Sukasi lektuvo propeleris. Staiga variklis uzgesta. Propeleris sustoja tokioje vietoje pagal §i
kompleksinj uzdavinj: z = -7 —7i . I§spreskite jj trigonometrine forma ir pavaizduokite, kurioje

vietoje sustojo propeleris.
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12. ANALIZINE GEOMETRIJA

Analiziné geometrija yra matematikos Saka, kuri, naudodama koordinaciy metoda, geometriniy

objekty savybes nagrinéja algebros metodais.

12.1. Vektoriaus sqvoka

Kai kurie kintamieji dydziai (jéga, greitis ir kt.) apibiidinami ne tik skai¢iumi, bet ir kryptimi.
1. Apibrézimas.
a) Vektorius — tai visy ekvipolenciy kryptiniy atkarpy aibé.
Ekvipolencios atkarpos — tai vienodos krypties ir vienodo ilgio atkarpos. Vektoriy apibrézia
vienas bet kuris jo atstovas, t. y. kryptin¢ atkarpa.

b) Vektorius — tai vektorinés erdvés elementas.

Vektoriai zymimi raidémis su rodykle a, AB arba paryskintu Sriftu a.

2. Apibrézimas.
n-maciu vektoriumi vadinamas sutvarkytas realiyjy skaiiy rinkinys (a,, a,...., a, ).

>n

n-matis vektorius yra 1xn arba nx1 matmeny:
i=(a,,a,,..,a,) arba d=

3. ApibréZimas.
Vektoriaus modulis (ilgis) Zymimas |ﬁ| ir apskai¢iuojamas pagal atstumo tarp dviejy tasky

formule (i§ vektoriaus galo koordinaciy atimamos vektoriaus pradzios koordinatés):
a) |ﬁ| =J(x,—x,)° = |x2 —x1| — tiesés vektorius;

b) |ﬁ| = \/(x2 —-x,)> +(y, —¥,)° —plokstumos vektorius;

c) |ﬁ| = \/(x2 ~x,)" +(y,—¥,)" +(z, —z,)° —erdvés vektorius;

x> 7ydr Tz

d)jei d=(a,,a,,a,), tild|=Ja,’ +a, +a. .
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1. Vektoriaus ‘]\7\/ ‘ ilgis, kai zinomos tasky koordinatés M (2; 0; — 1) ir N (— 1; 0;— 5), lygus

‘Afv‘=\/(—1—2)2 +(0-0F +(=5+1) =9+16 =25 =5.
2. Vektoriaus a = (0;—3; 4) ilgis lygus

d) =0 +(=3) +4* =9+16 =5.

4. Apibrézimas.

Du vektoriai vadinami lygiais a = b, jeigu jie yra tos pacios krypties ir jy moduliai vienodi

(t. y. ju kryptinés atkarpos ekvipolencios).

Tiesiniai veiksmai (daugyba i§ skaiCiaus, sudétis bei atimtis) su n-maciais vektoriais apibréziami

taip pat kaip ir su matricomis.

Pavyzdys.

1 1
Apskaiciuosime vektoriy ¢=2-G—-b,kaida=| 0 |irb=|-1|
-1 2
Sprendimas.
1 1 2 1 1
¢=2-a-b=2-| 0 |-|-1|=| 0 |-|-1|=| 1
-1 2 -2 2 -4

12.2. Vektoriy sandaugos

Vektorius sudauginti galima trim budais, t. y. skaliariné, vektoriné ir misrioji sandaugos.

1. Dviejy vektoriy skaliariné sandauga yra skaicius

5-5=|ﬁ|-‘5‘-cosa. (1)
Jei duoti n-maciai vektoriai 5
Ziz(al,az,...,an)ir l;:(bl,bz,...,bn), 5
tai skaliariné jy sandauga a

&-l;=a1-bl+a2-b2+...+an-bn. 2)
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Apskaiciuosime vektoriy a ir b skaliaring sandauga, kai
i=(-2;1;2), b=(0;-1;-1).

Sprendimas.
Ats.: 3.

a-b=-2-0+1-(-1)+2-(-1)=0-1-2=-3.

1.

I;‘ =4 ir kampas tarp jy ¢ = 3

2. la|=3,

Sprendimas.

i-b=34.cosX=34.1 6.
3 2
Ats.: 6.

Skaliarinés sandaugos savybeés:

Vektoriy statmenumo salyga.
Jei du vektoriai vienas kitam statmeni, tai jy skaliarin¢ sandauga lygi nuliui, t. y.
3)

ilb=ad-b=0.

4

2. Dviejy vektoriy vektoriné sandauga yra vektorius, kurio modulis
‘5xl;‘ =|&|-‘I;‘-sina .
Kai vektoriai iSreiksti koordinatémis, vektoriné sandauga apskaiciuojama kaip determinantas

i j ok
Gxb = a, a.,[, (5)
b, b,

a)f
bx

Gia i = (1; 0;0), j= (O; 1;0) k= (0;0;1) yra vienetiniai vektoriai, dar vadinami ortais.
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Apskaiciuosime vektoriy a = (1;—1; 2) irb= (0; 2; —3) vektoring sandauga.

Sprendimas.
P
axb=1 -1

0 2 -3

Ny

=30 +2k+3] —4i =—i +3] +2k =(-1;3;2)

=i (-1)-(=3)+7-2:04k-1.2=j-1-(=3)=i -2-2—k -(~1)-0

Ats.: (— 1; 3; 2).

Vektorinés sandaugos savybés:

1) axa=0;
2) xb=-— axfl),
3) (Rdxb)=dx(4b)=Alaxb), 4 - bet koks skaicius;

1. Apibrézimas.

Vektoriai vadinami kolineariaisiais, jei jy kryptinés atkarpos yra vienoje tieséje arba

lygiagreciose tiesése.

Vektoriu kolinearumo salyga.

Vektoriai yra kolineariis, kai yra tiesiskai priklausomi (jy koordinatés proporcingos) arba kai jy

vektoriné sandauga yra lygi nuliniam vektoriui. T. y., jei egzistuoja toks realusis skaicius ¢ # 0,

su kuriuo bty teisinga lygybé b=t-a,arba jei
i|b=axb=0.
Taikymas plotui apskaiciuoti:

S

2

lygiagretainis = ‘Cl x b

&ia vektoriai @ ir b yra lygiagretainio krastinés.

1 I
trikampis = E‘a x b‘ .

Vektoriné sandauga fizikoje taikoma apskaiciuojant j¢égos momentg.

(6)

(7)

(8)
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3. Misrioji trijy vektoriy sandauga yra skaiCius, kuris apskai¢iuojamas
(abe)=(axb)-c. 9)

Misrioji trijy vektoriy sandauga yra determinantas

a, a, a,
@bé)=lp, b, b.|. (10)
c, ¢, c.

Misriosios sandaugos savybé.

(xb)-c=(pxc)da=(exid)b=—bxid)é=-(cxb)a=—(axc)b.

2. Apibrézimas.
Komplanariis vektoriai — tai vektoriai, lygiagretiis vienai plokStumai, t.y. vektoriy kryptinés

atkarpos yra vienoje plokstumoje.

Vektoriu komplanarumo salyga.

Vektoriai yra komplanaris, kai jy misrioji sandauga lygi nuliui
(abe)=0. (1)

Taikymas tariui apskaiciuoti:

etasinis = \(5136 I (12)
V iramiae = %‘(_’55) ) (13)

¢ia vektoriai a, b ir ¢ iSeina i$ vienos virSunés.

12.3. Tiesés plokstumoje

Bendroii tiesés [veti Ax+By+C=0,
endrojt tiescs lygtis n= (A;B ) — tiesés normalés vektorius
y=kx+b,
Kryptiné tiesés lygtis k =tga —krypties koeficientas,
o — kampas tarp tiesés ir Ox aSies
i + Z — 1 ,
a b

ASiné tiesés lygtis . . . .
e a — taSko x, kuriame tiesé kerta Ox a$j, koordinaté

b — tasko y, kuriame tiesé kerta Oy as§j, koordinaté

Tiesés, einancios per taSkg M (xl, b2 ), Y=
kai zinomas krypties koeficientas, lygtis | x—X,
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Tiesés, einancios per du taskus X=X, _ V=N
Ml(xlayl)ir Mz(xzsyz)alygtis x2_x1 y2_y1

Atstumas nuo tasko M (x,,y, ) iki tiesés g |Ax, + By, +C|

Ax+By+C=0 [42 1 B

K iesi tgo = K=k
ampas tarp tiesiy g Tk,
.. . . Al Bl
Dviejy tiesiy lygiagretumo salyga k, =k, arba < B
2 2
Dviejy tiesiy statmenumo salyga k,-k,=—1arba 4, -4, =B,-B,

Tiesé eina per taska M (— 3 —1) ir su Ox asimi sudaro kampa o« =120". ParaSysime tos tiesés

lygti.
Sprendimas.
k =1tg120° =—/3,

yz—\/§x+b.

Kadangi x=-3, y=-1, tai
—1=—3-(=3)+b,
~1=33+b,
b=-1-3y3.
Taigi gauname, kad y:—\/gx—l—fi\/g arba \/§x+y+1+3\/§:0.

Ats.: V3x+y+1+343=0.

12.4. Antros eiles kreives

Antros eilés kreivémis vadinamos kreivés, kuriy lygtys yra antrojo laipsnio kintamyjy x ir y

atzvilgiu. Bendras antrojo laipsnio lygties pavidalas
Ax* +Bxy+Cy* + Dx+Ey+F =0,
. Apskritimas yra tokia plokStumos kreivé, kurios kiekvienas taskas yra vienodai nutolgs nuo

duoto pastovaus taSko C (xo, Y, )-
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Y
J.M
> X
O

Bendroji apskritimo lygtis:

Ax* + Ay* + Bx+Cy+D=0. (1)
Kanoniné apskritimo lygtis:

(x=xo ) +(=2,) =77, )

¢ia x,,y,— apskritimo centro koordinatés,

r — apskritimo spindulys.

Uzrasysime apskritimo lygtj, kurio centras yra C(— I 2), o taskas M (2; 6) yra apskritime.

Sprendimas.

I lygti (3) jraSome apskritimo centro koordinates:
(x+1)2 —i-(y—Z)2 =r’.
Kadangi taskas M yra apskritime, tai
2+1) +(6-2)" =r2,
9+16=r2,
r=35.
Taigi apskritimo lygtis (x + 1)2 + (y - 2)2 =25.

Ats.: (x+1) +(y—2) =25.

. Elipsé — plokstumos kreivé, kurios kiekvieno tasko atstumy iki dviejy duotyjy tasky, vadinamy

zidiniais, suma yra pastovus dydis.

Kanoning elipsés lygtis:

[\S}
[}

)

QN| =
+
A
L

Cia a ir b yra elipsés pusasiai.
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y
N
B
L M(x.y)
b c > X
0 a
BZ

Zidiniai zymimi F, ir F,, o atstumas tarp jy lygus 2c. Zidiniy koordinatés apskai¢iuojamos taip:

¢ =a*-b* kaia>b,
arba 4)
> =b*—a* kaia<b.
Ekscentricitetas — tai dydis, lygus atstumo tarp elipsés centro ir jos zidinio santykiui su didziuoju
elipsés pusasiu:
c . .
e=—,kaia>b,
a
arba 5)

e=£,kaia<b.
b

Pavyzdys.

Apskai¢iuosime elipsés 9x> +25y° =225 pusasius, zidinius ir ekscentriciteta.

Sprendimas.
9x* +25y° =225 /:225

2 2
x_+y_:1’

25 9
a’* =25, b* =9,

a=5, b=3 —pusasiai.
c=a*-b*, ¢c>0,

¢’ =25-9,

¢’ =16,

c=4, F(+4;0) - zidiniai.
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c 4 ..
e =—, e=— — ekscentricitetas.
a 5
4
Ats: a=5, b=3, F(+4,0), e= 5

Hiperbolé — plokStumos kreivé, kurios kiekvieno tasko atstumy iki dviejy duotyjy tasky,

3.
vadinamy zidiniais, skirtumas yra pastovus dydis.

Kanoniné hiperbolés lygtis:
x2 y2
=l (6)
¢ia a — realusis pusasis,
b — menamasis pusasis.
y
y = b X . Y
T a K J”_}"o:a(f\'—?\o)
M(x:y)
\\ -
a0) o x AN -
E,(c:0) + + > x'
| 1 |
= X
L~ $F g
/ )= o =——(x—x)
Hiperbolé turi dvi asimptotes, kuriy lygtys
b
y=t—x. (7
a
Zidiniy F, ir F, koordinatés
c’=a’*+b°. (8)

Ekscentricitetas apskai¢iuojamas pagal (5) formule.

ParasSysime hiperbolés lygtj, jeigu zidiniai yra Ox aSyje, realioji aSis lygi 16 ir e =

Sprendimas.

Kadangi realioji asis 2a=16,tai a =8 ir

c
e=—,
a
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c=10.
IS (8) formulés turime
10 =8 + 4%,
b* =36.
x2 y2
Taigi hiperbolés lygtis — —=— =
sLP YIS 64 36
2 2
ts.: r Y =
64 36

. Parabolé — plokstumos kreivé, kurios kiekvienas taskas yra vienodai nutoles nuo duotojo tasko
(zidinio) ir duotosios tiesés (direktrises).
Zidinio F atstumas nuo direkrisés Zymimas p (parabolés parametras), p > 0.

Kanoniné parabolés lygtis:

a) y’=2px;
b) »y'=-2px;
)
) x*=2py;
d) x*=-=2py.
(a) (b)

direktrise:  y v direktrisé:

‘:—E ng
12 / 2
Nl (s y)
d
K v E-OW y > X
0 2 )
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() (d)
v
. ¥
direkirise v =%
5
'F Og d M(x y) < x
d y
d X
0
direktrise: y=-£
K 1

Pavyzdys.

Apskai¢iuosime parabolés y° =10x parametra, uzradysime idinio koordinates ir direktrisés

lygti.

Sprendimas.
y?=2px,
2p=10,

p =5 — parabolés parametras;
5 e
F[E; OJ — zidinys;

x= —% — direktrisé.
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10.

11.
12.

13.

Uzdaviniai

. Duoti vektoriaid =3/ =2/ + 2k irb =i+ 37— k. Apskaiciuokite:

a) d+b;
b) 3a-2b ;
c) |é|.

—

Apskaiciuokite vektoriy a = 3b+2¢—-4d ir b skaliaring sandauga, kai b =(2;—3; I; 0),
¢ =(0;-2;1;4) ir d = (1;-1;0;3).

—
— —_

. Apskaigiuokite vektoriy @ =¢ —d ir b =d —2¢ skaliarine sandauga, kai

a) E:(3;—2;1;0) ( )
-1 -3

1 .
b) ¢ = ird=
0 2

-2 -1
Apskaiciuokite vektoriy a = (4;—5; O) irb = (0; 4; —3) vektorinés sandaugos ilgj.

Zinoma, kad |C_i| =2,p ‘ =4,G-b=4. Apskaiciuokite vektorinés sandaugos a x b ilgj.

Apskaiciuokite reiskinj ( 2a xb) b ,kai a=(0;—1;3) ir b =(1;1;-2).

Su kokia m reik§me vektoriai @ = (m; 2;4) ir b = (5; 3; m) yra statmeni?

Su kokia « reiksme vektoriai d = (I;— 3; a) (2 0;,— a) ir ¢ =(~1;2;1) yra komplanariis?
Irodykite, kad taskai K(l; 0; 7), L= (— ;-1 2) , M= (2;— 2; 2) ir N= (O; I; O) yra vienoje
plok$tumoje.

Apskaiciuokite lygiagretainio plota, jei jo krastinés yra vektoriai:

a) d=3 +5j +4k ir b =1 +2j +3k;

b) Ga=6i +3j -2k ir b =3 =2 +6k;

¢)a=3i-2j+kirb=i+3j—k.

Apskaiciuokite trikampio plota, jei jo virSiinés yra taSkuose A(l; I 0), B(l; 0; 1) irC (0; 1; 1).
Duotos lygiagretainio ABCD virsinés A(-5;4;3), B(-3;5,5) ir C(5;5;9). Raskite $io
lygiagretainio plotg ir aukstinés, statmenos krastinei 4B, ilgj.

Irodykite, kad trikampis yra lygiaSonis, jei jo virStnés yra taSkai A(— 51 2) , B(l; 2; 5) ir
C(2;8;2)
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14. Jrodykite, kad trikampis yra taisyklingas, jei jo vir§iinés yra taSkai A(O; 1 1), B(l; 0; 1) ir
C(1;1;0).

15. Nustatykite trikampio risj, jei jo vir§iinés yra A(2; 4; 5), B(— 3;2; 2) ir C(— 1; 0; 3).

16. Apskaiciuokite atstuma nuo tasko M (I; —2) iki tiesés 2x+y—7=0.

17. Irodykite, kad tiesés 2x+5y+4 =0 ir 6x+15y -8 =0 yra lygiagrecios.

18. Apskaiciuokite kampa tarp tiesiy x+7y—-5=0ir 3x—4y+2=0.

19. Uzrasykite apskritimo kanoning lygtj, kai:
a) centras C(— 3; 2) ir spindulys » =3;
b) centras C(O; 0) ir spindulys » = V2.

20. UzraSykite apskritimo lygti, kurio centras yra Ox aSyje, o taSkai A(— I 0) ir B (2; - 3) yra
apskritime.

21. Apskaiciuokite elipsés x* +2y* =2 didziaja ir maZaja asis.

22. Parasykite elipsés, kurios zidiniai yra taskuose (ir 7; 0), 0 e=0,28, lygti.

D
4

25

23. Apskaiciuokite elipsés =1 centro, vir§iiniy ir Zidiniy koordinates.

24. Nubraizykite hiperbole % —y* =1,

25. Apskaiciuokite hiperbolés 4x° —121y*> =484 pusasius, zidiniy koordinates ir paraykite
asimptociy lygtis.

26. Apskaiciuokite parabolés parametra, zidinio koordinates ir uzrasykite direktrisés lygtj, kai:
a) y* = -3x;
b)yx*=y.

27. Uzrasykite parabolés lygti, kai parabolés vir§iiné yra koordinaciy pradzios taskas, o direktrise
yra ties¢ x =-2.

28. Taisyklingai nubraizykite elips¢ turédami du smeigtukus, sitilo ir piestuka.
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13. KOMPIUTERINES MATEMATIKOS SISTEMOS

13.1. Matematiniai programy paketai

Matematiniams modeliams kurti ir tyrinéti placiausiai taikomi Sie programy paketai:

1) MATLAB,

2) Maple,

3) Mathematica,

4) MathCad ir kt.

Lenteléje trumpai pateikiami $iy kompiuteriniy priemoniy privalumai bei truokumai.

P;gi:::;q Privalumai Trikumai
e didelis skai¢iavimo greitis labai brangus
MATIAB o ge'rai' atlieka graﬁnes oper.acij as reikalauja galingo kompiuterio
(angl. matrix o prl‘.[all'iyta‘s d'flI‘bLll su matricomis
laboratory) e turi didelj priemoniy komplekta
e universalus (tinka mokymuisi ir
moksliniam darbui)
e orientuotas atlikti simbolinius per daug akademiskas
skaiciavimus (grieztas, tikslus)
Maple o tqri' iSvystytas graﬁnes priemones ir pasiiymi gana gudétinga
viding programavimo kalbg interaktyvaus dialogo forma
o skirtas sudétingiems projektams labiau tinka auksto lygio
igyvendinti specialistams
e patogu derinti su kitais programy keliami tam tikri kompiuterio
Mathematica paketais galingumo reikalavimai
e tinka dirbti auksStyjy mokykly gana Zemas kompiuterinés
studentams programos apsaugos lygis
e universalus (tinka mokymuisi ir simboliniy skai¢iavimy ir
moksliniam darbui) programavimo galimybés yra
e nereikalauja ypatingy kompiuterio ribotos, t. y. sudétinga kurti
MathCad iStekliy (spartos bei atminties talpos) savo programas ir funkcijas

turi paprastg vartotojo sasaja
(formulés ar duomenys jvedami
naudojant klaviatiirg arba specialias
priemoniy juostas)

I$ minéty programiniy pakety panagrinésime MathCad.
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13.2. Darbas su MathCad programa

MathCad — yra programinés jrangos paketas, specializuotas spresti matematinius, techninius ir
ekonominius uzdavinius.

Ivesti formules ar duomenis galima Siomis MathCad komandomis: MATH, MATRIX,
CALCULUS, CALCULATOR, GRAPH, SYMBOLIC ir kt.

Duomeny jvedimas.

Dirbant su programiniu paketu MathCad, —— =
duomenis galima jvesti tokiais biidais: sin cos tan In log nl 0 Ikl T eF L
1) komanda := i§ CALCULATOR kintamajam | ()} x* x' m 7 8 9 / 1w 4 5 B
. . . . . - + = o R —
priskiriant tam tikrg reikSme, pvz., x =1, 8 ' 23 .

2) 1S failo
Insert— Data — File Input.
Skaiciavimy tikslumas.
Programinis paketas MathCad atlieka skai¢iavimus 0,001 tikslumu (jei nenurodyta kitaip).
Skaic¢iavimo tikslumg galima reguliuoti pasirinkus operatoriy TOL.
Pavyzdziui, jvedus
TOL :=0.0001,
visi skaifiavimai, uzrasyti po $ios iSraiskos, skaic¢iuojami nurodytu tikslumu.
Du kartus spragteléjus ant ekrane uzrasyto skai¢iaus, galima pasirinkti skai¢iaus formata.
MathCad programos operatorius ORIGIN yra pradinio matricy ir vektoriy indekso reikSmeé
(numatytoji yra 0). ORIGIN operatoriui priskyrus vieneta ORIGIN:=1, indeksy reik§Smeés
prasideda nuo 1.
Funkcijuy jvedimas.

Funkcijos MathCad darbo lange gali biiti apibréziamos tokiais budais:
1) jivedant klaviatira, pvz., y = (sin(2 . x))z;
2) pasirenkant komandg CALCULATOR;
3) naudojant Insert— Function.
Simboliniai skaifiavimai.

Simboliniai skai¢iavimai atliekami pasinaudojus komanda SYMBOLIC.

PavyzdZiui, norint apskaiCiuoti funkcijos y =Inx iSvesting, reikia | = =

..d o . Fame KBTI
jvesti aln(x), pasirinkti —> ir gausime rezultata: =T

Tim  Tim_ i
o 5 5 %
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%ln(x)—)%.

Lygtys, nelygybés bei ju sistemos.

Lygties ir nelygybés zenklai pasirenkami i§ komandos BOOLEAN. ‘Boolean @
Lygtys, nelygybés bei jy sistemos gali biiti sprendziamos panaudojant | = < => < 2
= A A N P

komandos SYMBOLIC funkcijg solve.

Pavyzdys.

Nelygybé 2x —3 > 0 sprendziama taip:

2-x—320501ve—>%£x

ISspresti lygti norimo kintamojo atzvilgiu galima po funkcijos solve padéjus kablelj ir nurodzius

kintamojo varda.

Pavyzdys.

. . ) xX+2 . ) .
ISspresime lygt] y =5— kintamojo x atzvilgiu:
X

& Mathcad - [Untitleds
ﬁn File Edit View Inset Format Tools Symbolics Window Help
|D-ZBEHISRY| B0 | T: (mB =

o < ®

Lygciy sistemas dar galima spresti tokiu biidu:

1) klaviatiira surenkamas raktazodis Given;

2) po juo uzraSomos lygtys ir nelygybes;

3) surenkamas zodis Find, skliausteliuose iSvardijami nezinomieji.
T T
fd) File Edit View Insert Format Tools Symbolics Window Help PaVyZdyS-

D-#568RY | IE@ o[t D= : S : :
-» - = - u|| Paveiksle matome, kaip reikia suvesti duomenis MathCad darbo

lange norint i§spresti sistema

x+y=1,
X +y=3.

Given

x+y=1

X2+y=3

2
Find(x,y) = [1]
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Tiesines lygciy sistemas galima spresti per funkcija Isolve.

Pavyzdys.

3x +2y+ z+ 5,
ISspresime lyg€iy sistemg < x + y — z =0,
4x — y + 5z =3.

Sprendimas.

3 2 1
A=|1 1 -1 B=|0
4 -1 5

X :=1solve(4, B)
-1
X=|3
2

SprendZiant optimalaus planavimo uzdavinius, tenka ieskoti funkcijos didziausiy arba
maziausiy reikSmiy. Tokiu atveju MathCad darbo lange naudojamos funkcijos Maximize

(Minimize):

m File Edit View Insert Format Tools Symbolics Window Help

1) aprasoma tikslo funkcija;

3 L D-EH|SGRY|+B@|v e T: (WD =
2) funkcijos  argumentams  priskiriamos J | _ | | | |
J[Normal vIArlaI vIlU v” B 7 U |[
pradines reikSmés; | @FE
3) Given bloke apraSomi apribojimai; | e 7] ¢
4) pasirinktam vardui priskiriama Maximize x:=0 y:=

(Minimize) funkcija i$ Insert — Function;
5) rezultatas gaunamas wuzraSant vardg ir

lygybés simbolj ,,=*.

Paveiksle pateiktas algoritmas, kaip rasti

funkcijos f (x, y) = x—2y minimuma, kai

2x+5y <43,
2x =Ty <-17,
2x -y =1.
Ats.: £ (4,7)=-10.

f(x,y) =x—2y
Given

2x+ 5y £43
2x - Ty = -17
2x—y=1

Rez := Minimize(f,x,y)

=5

f(4,7) =—10
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Grafikai.
Grafikai MathCad programoje braizomi su komanda GRAPH.
Grafiko apacioje rasSomi kintamieji (argumentai), kairéje, esancios Zymés vietoje, b K

3 o e : _— &)
uzrasomos funkcijos. Jeigu viename brézinyje norima pavaizduoti kelis grafikus, ? ﬁ

tai ir funkcijas, ir kintamuosius reikia atskirti kableliais.

Pavyzdys.

Nubraizysime funkcijy y =3x> ir x =sin¢ grafikus.

Sprendimas.

y(x) := 3X2
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Uzdaviniai

Matematiniu programos paketu MathCad i$spreskite uzdavinius:

-4 1 2 -4 0 0
1. Duotos matricos 4=| 0 -3 —1|ir B=| 1 -2 =3| Apskaiciuokite:
-1 2 1 2 =2 2
a) B—44;
b) 4-B";
c) A7
d) |B].

2. I8spreskite lygcCiy sistema

2x+3y+z=19,
4x+2y+z=0,
3x—y+2z=0.

Atsakyma pateikite trupmeniniu pavidalu.

3. Raskite funkcijy iSvestines:
a) y=In cos(2x5);
b) y= tg(2x)+ secx.

4. Suintegruokite funkcijas:
3
a) .[sin“ x cos” xdx;
0

b) Ix—dx.

0 VxP+16
Atsakyma pateikite Simtyjy tikslumu.

5. Apskaiciuokite ribg lim(\/ X' +x— x)

X—0

5 0 0 0
. ) x> x 0 0
6. ISspreskite lygtj =100.
x 5 x O
25 x x°5
. . 7—-2x e .
7. Raskite funkcijos y = 2 atvirksting funkcija.
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. Apskaiciuokite:
x + 2y <10,
a) funkcijos f(x,y)=20x+30y maksimuma, kai sx + y < 8§,
y< o4
X+ ox, + X
2x, — x, + 3x,

b) funkcijos F (x1 ,X,,X, )= X, + x, maksimuma, kai

2

<

x,20, j=1,2,3.

. Nubraizykite funkcijy y=x> -5 ir s(z) =cos’ z—2sinz grafikus.

6,
10,

3x, + 5x, + 2x; <18,
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A

25 kg
16 %
10 %
60 g
8500 Lt

MATRICUY TEORIJA.

12 39
a)| 0 -3 9

32
a)64j

6 18 12
ol 4 6 3
22 30 14

a) -5 c)0

b) 7 d) -

. FINANSINIAI SKAICIAVIMAL.

6
7.
8
9

10.

79

ATSAKYMAI
333 km, 60 %, 133 km 11. 1241,82 Lt
5000 Lt 12. 493540 Lt
3979,58 Lt
222,44 Lt
10016,08 Lt
12 11 -3
by[-2 -1 7
1 6 0
-8 2 -12
dl-1 3 -7
4 3 -7
b) @
24
dl 5
~13
4 0 8
by[4 13 4
4 -1 4
e) g4
f) 8
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N

> » A

e

-

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

1(6 —4} c)Q
a) —
46\7 3 -8 29 -11
. d|-5 18 -7
5 5 1 -3 1
b)|-2 1 1
3001
e |
2 2

(l'l'lj 7. (161;41;1), teR

37373 8. (13-13,—7+8t;¢t), teR
(1,1;1) 9. a) (2-1;1)

(1;7;—2) b) @

(1;0;1) ¢) (3:2:1;0)

-1 0;—1) 10. (1; 2;—1)

@

EKONOMINIY OPTIMIZAVIMO UZDAVINIY MATEMATINIS MODELIAVIMAS.

]
F..(0,6)=30
Froo (0:4)=4
F.. (4;,7)=-10
F.(0;2)=-4

F,,(3:4:0,0,14)=18

A —20 vnt., B— 10 vnt., pajamos — 1500 Lt

kelniy — 30 vnt., Svarky — 60 vnt., pelnas — 2400 Lt

iSorés darbams — 3 t, vidaus darbams — 1,5 t, pelnas — 21000 Lt

lovy — 66 vnt., kuSeciy — 6 vnt., pelnas — 28200 Lt

langy — 14 vnt., dury — 33 vnt., pelnas — 1080 Lt

»Kapitonas*“ —17 vnt., ,,Partneris“ — 9 vnt., pelnas — 1660 Lt

paprasty — 60 m’, spalvoty — 20 m?, pelnas — 1800 Lt

,Fiat“ — 6, ,,Volvo™ — 4, arba ,,Fiat“ — 9, iSlaidos — 180000 Lt

a) statybiniy — 90 vnt., grindiniy — 30 vnt., pajamos — 30000 Lt, pelnas — 6000 Lt;
b) statybiniy — 60 vnt., grindiniy — 50 vnt., pajamos —27500 Lt, pelnas — 6400 Lt.
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18.

19.

20.

2x, + 2x, + 5x; + x, £ 50
6x, + 5x, + 4x; + 5x, <100
S5x, + 7x, + 8x; + 4x, <100
x =23 x, 23

X, <30 x, 20 i=14

F(x)=10x, +15x, +20x, +12x, — max F(x)

X, +x, +x,; =30
Xy + X, + X,y =40
X, +x, =10
X, +xy, =25
X3 +x,, =35
x; 20, i=1,2, j=12,3

F(x)=40x,, +50x,, +36x,, +35x,, +45x,, +52x,, — min F(x)

X, +x, =50
Xy + X, =40
X3 + x5, =60
X, + x5 +x;, =80
X, +Xy +x;, =70
x; 20, i=1,2,3, j=12

F(x)=0,09x,, +0,12x,, + 0,15x,, +0,08x,, +0,12x;, +0,3x,, — min F(x)

AIBIY TEORIJA.
a) A={-6;1} b) B={1;1} c)C=0

a) AUB={-2,-1,0;3;5}, AnB={13}, 4\B={0}, B\A={-2;5}
b) AUB=1{-1;,1;2;3;4,7;8}, AnB=1{2;4}, A\B={;7}, B\A={-1;3;8}
¢) AUB={-2-1;0;1;2;3}, AnB={22}, A\B={3}, B\A={-1,0;1}
d) AUB={1;2;3;4;5,6,7;8,9;10}, AnB=0, A\B= 4, B\A4=B

e) AUB={3;1;2}, AnB={},  A\B={3}, B\4={1}

f) AUB=(-2:1] AnB=(-1,0), A\B=(-2;-1], B\4=[0;1]

g) AUB=[-4;4], AnB=(0;3 A\B=[-40]u(3;4] B\4=0

hy AUB={x:-3<x<7},  AnB={x:0<x<4}, A\B={x:-3<x<0)},
B\A={x:4<x<7}
i) AUB={x:0<x<3}, AnB={x:1<x<2}, A\B={x:2<x<3}, B\Ad={x:0<x<1}
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N s

) AUB=[-1;4),
k) AUB =(—o0; -3]U(-

AnB =11},

A\B=[-1;1)u(y;

2 1)U[3;+x), 4nB=0,

4), B\A=0
A\B=4, B\A=B

) AUB=(~w;+0), AnB=[1;2)U(3;4], 4\B=[23] B\4=(~00;1)U(4; +0)

d) {(0; -

d) 0

1 05 4) (1 1% (15 4))

a) {2} b) {4; 6}
a) {~1;4; 5} b) {4} c) {0;1; 4; 5}
a) A b) @ c)Ad
a) ir d)
a) b)
y A
Y A
X_
1
1
1 X 0
)V A
________ 1 R—
__________ Z
2
1K '
3.
FUNKCIJOS.

. xel(—w;2)u(2;5)u(5; + )

~2)u(-2:3)u(3; +o0)
w@ (0; 1) (s +0)
0; +0)
0,+oo)

xe(-oo
xe(-
(-
[

[-3;
ve (-0
-

10.
11.

12.

13.

14.

v
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15.

16.

17.

18.

19. a

20.

21.

22. 0

23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

. a)a, =

SKAICIY EILUTES.

n
4n+l

_ 2n-1
" 2n

b) a

1

20

a,=lgn, a, =2

32.0

33.

34.

35.
36.
37.
38.
39.

40.
41.
42.

43.

44,

45.

46.

47.
48.

49.
50.

2

Wl Njw © N — o —

N | =
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10.

11.

12.

FUNKCIJOS ISVESTINE.
6x* — \/g
5x°

1 3

_+_
X 44\/;

10
xInl10

2x
(x2 + 1)2

1-lnx

2
X

eVx

2/x

1 .
—20cos" x-sin x

5.

13.

14.

a) diverguoja
b) konverguoja
¢) konverguoja
d) diverguoja
a) konverguoja
b) diverguoja
¢) diverguoja
d) konverguoja
e) konverguoja
f) konverguoja
a) diverguoja

b) konverguoja reliatyviai

3
Y(2+9x)

5cos5x

24/sin5x

15, ————

16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.
24.

25.

26.

(x—1)° sinzx——’_l
x—1

—30tg(15x)
Inx+1
48 — 6u’
6lna+11
24
(p-2

-0,02
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38.

39.
40.

41.
42.

43.

44,

45

a) 2 28. 32 m/s, 22 m/s’
b) 0
) 29. lm/s, lm/s2
c)-3 2 4
30.3s
a2 .
9 31. 4 laipsniai per sekund¢
&) 1 32. 3 laipsniai per sekunde
2 33.6,4 Als
1
f) 5 34.3125)
35. y=9x-16
g =
= V4
5 36. —
4
1
h) —— T
37. —
2 4
)0
1 1 . 1 1 s 1 1
a = ===, 0)=0, maz¢ja | —oo; —— |U| 0; — |, didéja | ——; 0 |U| —; +©
) S5 (0)=0, mazei (—czi— 02 g (- L0 i)

1
b) S ()= I3

) fmm(é) — - In2, mazgja (— ; %) dideja [% +ooj
9i1r9

80 ir 40

144/2 cm

a) 110

b) 441

a) 100-(10+18p—3p?)

. fun(3)=0, mazéja (1;3), didéja (—o0; 1)U (3; +o0)

b) 50" (1-0,02p)
a)5
b) ~ 0,14

.a) iz 0,53
15

b) ~ 1,78
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10.

1.

12.

13.

14.

10. DIFERENCIALINES LYGTYS.

1.

INTEGRALAI.

2
2x° +%+8x+C

X +Xx

2

+C

%x3 +2x—%+C
x+Inx|+C
x—4ln[x+4/+C
Ssinx+C

—4ctgx+C
larctg£+C

3 3
x*+7cosx+C

9¢” +%tgx+ C

—10032x+C
2

(7x+2)
35

+C

y=x>+C

2
=x*+ 4 C
Y 2

7 2

y=2tx+tx+C
7 2

yz—%cosSx+C

y=x'+x+C

y=x—x>+x+C

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Lina 16)rc 28, 1
6 4
%\I(xz +2)c)3 +C 29. i(e2 +1)
—xcosx+sinx+C 30 l(e2—3)
6 X6 4
—Inx-—+C
6 36 31. 8= kv. vnt
—l(lnx+1)+C .
* 32. — kv. vnt.
1 6
xarctgx—zln(l+x2)+C 9
33. — kv. vnt
1 2
Eex(cosx+sinx)+C 9
34. — kv. vnt.
9 2
l+ln2 35. — kv. vnt
2
1 36. 167 kub. vnt.
2 37. 9z kub. vnt.
L) 38. V6 +In(v2 ++3)
3
39.32m
16
EY 40.51]
41.0,31 Eur.

é(ln7—ln4)

7. y=21n|x|+C
8. y:%x%/x_2+C

9. y=—L+l+C

3
3x7 x

10. y=In(x* +1)}+C

1 P
1. y=——e™" +C
Y 2

12. y* =x*+C
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13.

14.
15.

16.

17. y

18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.
28.

29.
30.

31.
32.

33.
34.
35.

36.

y=%—ln|x|+C

y'=2x-x*+C

y=e""(C, +xC,)
—9+\/ﬂx

y=Ce *?

—9-41
+C,e ?

X

y=Ce" +C,e™

1 1

y= Cleix + Czeiix
y=Ce* +C,

1

y= Cleax +C,
y=C,cosx+C,sinx

y=C, cos2x+C,sin2x

x X
y=C cosE+C2 sz

37.

38.

39.

40.

41.

42.
43
44,

45.
46.
47.
48.

49.
50.

51.

52.

53.
54.
55.
56.
57.
58.

59.

60.

y=e*(C, cosx+C,sinx)

V3

1
y=e? [Cl cos£x+ C, sin—xJ
2 2

3
yzx?thlxﬁLC2

y=-sinx+Cx+C,
1 2x
yzze +Cx+C,

y=x(lnx-1+C,)+C,
Ketvirta eilé
y=Ce" +C,e”
y=-2x"+7x
y=-3x"+4x
y=x"—x

y =x>+12

Y =x-x"+9
y=-2x
y=e"+3
y=3-¢e

3

y= x*-e*

y=e*(1+5x)
y=e""(2+7x)
y=e -2

3x —3x
y=e —e€

y = e*(cosx+2sinx)

y = e**(cos2x +sin 2x)

sin?.

xe =1
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11. KOMPLEKSINIAI SKAICIAL.

1. )0 7. a)0
b) 1 b)—3-6i
c)0 8. a)—4
3 b) 5i
d) —+i )
4 c) —i

Sr.

2. a)x=3,y=2 sz,
9. z:2[cos%+isin%[} z=2e®

b)yx=2,y=7
3. 2) M(4; 0) 10. z:ﬁ(cosgﬂ'sin%} z=1+i
b) M(0; -2)
) M(x/g;—l) 1. z:6ﬁ(cos%+isin%), z*=-5184
T
4. a) == 12.2) 1, —liﬁi
2 272
V4
b) p=—— b) i, iﬁ—li
4 2 2
5. a) —Z+2ﬂkakeZ 13. z:4(cos§+zsm§} \/Zzi(\/gﬂ)
b) 27k, ke Z 14.2) +i
b) 2+i
c) 3—7[+27zk,keZ
2 1,3,
c) -1, —+—i
6. a)l+11i 27 2
b) — 64 +14i 15.a) 2%
28 17 b) 2"
c) —+—i
29 29 16. 3
12. ANALIZINE GEOMETRIJA.
1. a)4i +j+k 5. 43
b) 7i —12] +8k 6. 0
2
C)\/ﬁ 7. 3
2. 36 g 9
3. -34;-9 - . .
9. (KL-KM-KN)=0

4. 25
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10. a) /75 kv. vat. 20. (x-2Y +y? =9
b) 49 kv. vnt. 21. 2\/5 ir?2
c) V138 kv. vnt. 2 2
) o 2. 4L o
. N 625 576
) 23. C(3:5), F(3:5£421), 4,(55), 4,(55),
12. S=12kv. vnt., h=4 B1(3;10)’ B2(3; 0)

13. ‘E‘: B—C":*/E’ ‘A—é‘:‘@ 25. a=11,b=2, F(+5/5;0), y=i1—21X~

14. ‘E‘z RHB—C‘:\/E

26. a) p:%,F(—%;OJ,x:%
15. Statusis
16. =3 b :lpo-l :_l
) P > Fl% Y=
18. 45°
27. y* =8x

19.a) (x+3) +(y-2) =9

b) x*+y° =2

13. KOMPIUTERINES MATEMATIKOS SISTEMOS.

12 -4 -8 16 -12 -6 1 -3 -5
La)y|1 10 1 b)lo 9 4 -1 2 4 d) 40
6 —-10 -2 4 -8 -4 3 -7 -12
_1o4 4. a) 0,10
15
2. | 77 b) 0,17
15 !
262 5 =
15 2
3. a) —10x4tg(2x5) 6. £2
sin x ) 7. dy=7
b) ——+tan” x+1 y=2
COS X

8. a) f,.(6,2)=180

b) £,..(0,2,4)=4
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12.
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14.
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